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فصل سوم 

درس اول: مباحثی در ترکیبیات

در س��ال های قبل با اصول و روش های اولیة ش��مارش آش��نا شده اید. با حل چند مس��ئله این روش ها را 
یادآوری می کنیم.

در مجاورت دیوار حیاط مدرسه یازده صندلی در یک ردیف چیده شده است.
الف( پنج دانش آموز پایة دوازدهم و شش دانش آموز پایة یازدهم به چند طریق می توانند روی این صندلی ها بنشینند؟

ب( در چند حالت یازدهمی ها کنار یکدیگر قرار دارند؟
پ( در چند حالت دانش آموزان هر پایه کنار یکدیگر قرار دارند؟

ت( در چند حالت هیچ دو دانش آموزی از یک پایه کنار یکدیگر قرار ندارند؟
ث( در چند حالت هیچ دو دانش آموز پایة دوازدهم کنار یکدیگر قرار ندارند؟

ج( در چند حالت هر دانش آموز از پایة یازدهم دقیقاً با یک دانش آموز از پایة خودش مجاور است؟

Y نشان می دهیم. D و دانش آموزان پایة یازدهم را با  برای سادگی دانش آموزان پایة دوازدهم را با 
الف( پاسخ برابر تعداد جایگشت های یازده شیء متمایز

D D D D Y Y Y Y Y Y, , D , , , , , , , ,۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶

۱۱! است. یعنی برابر 
ب( یازدهمی ها را در یک بس��ته به عنوان یک ش��یء در نظر می گیریم. این بسته به همراه پنج دانش آموز 
۶! است. توجه کنید که برای  پایة دوازدهم، شش شیء متمایزند. بنابراین تعداد جایگشت های آنها برابر 
۶! طریق می توانیم  هر روش قرار دادن این ش��ش شیء کنار یکدیگر، شش دانش آموز پایة یازدهم را به 

! است. !×۶ ۶ در بستة خود با یکدیگر جابه جا کنیم. در نتیجه پاسخ برابر 

پ( دانش آموزان هر پایه را در یک بس��ته به عنوان یک شیء در نظر می گیریم. تعداد جایگشت های این 
۲! اس��ت و برای هر روش قرار دادن این دو بس��ته در کنار یکدیگر دانش آموزان پایة  دو بس��ته برابر 
۶! طریق می توانیم در بس��تة خود با یکدیگر  ۵! طریق و دانش آموزان پایة یازدهم را به  دوازدهم را به 

! است. ! !× ×۲ ۵ ۶ جابه جا کنیم. بنابراین پاسخ برابر 
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ت( چون تعداد دانش آموزان پایه های یازدهم و دوازدهم به ترتیب برابر ۶ و ۵ اس��ت، به ش��رطی هیچ دو 
دانش آموزی از یک پایه کنار یکدیگر نیستند که به صورت زیر روی صندلی ها بنشینند:

Y D Y D Y D Y D Y D Y

۵! طریق  ۶! طریق می توانند روی صندلی های اول، س��وم و ... بنش��ینند و دوازدهمی ها به  یازدهمی ها به 
! است. !×۶ ۵ می توانند روی صندلی های دوم، چهارم و ... بنشینند. در نتیجه پاسخ برابر 

ث( برای ایجاد آرایش مطلوب، ابتدا جایگشتی از شش دانش آموز پایة یازدهم را در نظر می گیریم، سپس 
پنج دانش آموز پایة دوازدهم را در ۵تا از هفت فضای ایجاد شده در جایگشت یازدهمی ها قرار می دهیم:

در نتیجه پاسخ برابر است با

IÀïÂµÀjpH»j ·jHj nHo¤SÿÀ pH IU5 JIhTºHIÀïÂµÀjpIÄ Sz«ÄI]

½k{ JIhTºH ÁIñÎ [¹Q njÂ²Ii ÁIñÎ

! !
 

× ×  
 

۷
۶ ۵۵

ج( طبق شرط مسئله دانش آموزان پایة یازدهم باید در سه دستة دوتایی جدا از هم بیایند. بنابراین برای 
ایجاد آرایش مطلوب ابتدا جایگش��تی از پنج دانش آموز پایة دوازدهم را در نظر می گیریم، س��پس ۳تا از 
ش��ش فضای ایجاد شده توسط این جایگشت را انتخاب و شش دانش آموز پایة یازدهم را در این سه فضا 

قرار می دهیم به طوری که در هر فضا دقیقاً دو دانش آموز قرار گیرد:

در نتیجه پاسخ برابر است با

IÀïÂµÀjpIÄ Sz«ÄI]y{ pH IU3 JIhTºHIÀïÂµÀjpH»j Sz«ÄI]

½k{ JIhTºH ÁIñÎ ¾w njÂ²Ii ÁIñÎ

! !
 

× ×  
 

۶
۵ ۶۳

در چند جایگشت از رقم های عدد ۲۴۳۶۷۵۹۸ رقم های زوج و فرد به صورت یکی در میان قرار دارند؟
۱۲۹۶ )۴  ۱۱۵۲ )۳  ۱۰۸۰ )۲  ۵۷۶ )1

چون تعداد رقم های زوج و فرد در عدد ۲۴۳۶۷۵۹۸ برابر اس��ت، پس دو حالت وجود دارد که در یک 
جایگشت رقم های زوج و فرد به صورت یکی در میان باشند:

۴! طریق و رقم های فرد )یعنی ۳، ۵ ،  در ه��ر ی��ک از این دو حالت، رقم های زوج )یعنی ۲، ۴، ۶ و ۸( را به 
۴! طریق می توانیم در جایگاه های مربوطه قرار دهیم. در نتیجه پاسخ برابر است با ۷ و ۹( را نیز به 

! !× × =۲ ۴ ۴ ۱۱۵۲
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در چند عدد پنج رقمی با رقم های ناصفر دقیقاً دو رقم فرد و سه رقم زوج وجود دارد به شرطی که
الف( تکرار مجاز باشد؟
ب( تکرار مجاز نباشد؟

الف( برای ساختن عددی مطلوب، ابتدا پنج جایگاه در یک ردیف در نظر می گیریم، دو تا از پنج جایگاه را 
انتخاب می کنیم و در هر کدام یکی از پنج رقم ۱، ۳، ۵ ، ۷ و ۹ را قرار می دهیم و در نهایت در هر یک از 

سه جایگاه دیگر یکی از ۴ رقم ۲، ۴، ۶ و ۸ را قرار می دهیم. در نتیجه پاسخ برابر است با

joÎ ´¤n ] oÀ nj Z»p ´¤n ]½I«ÄI] [¹Q pH IU »j JIhTºH

½I«ÄI] »j pH ¦Ä oÀ nj ½

ÁnHm¬ÁI

kºI¶Â¤IM ½I«ÄI] ¾w pH ¦Ä

½k{ JIhTºH

ÁnHm¬ÁI

 
× × = × × =  

 

۲ ۳۵
۵ ۴ ۱۰ ۲۵ ۶۴ ۱۶۰۰۰۲

ب( برای س��اختن عددی مطلوب، ابتدا س��ه تا از رقم های زوج و ناصفر، یعنی سه تا از ۲، ۴، ۶ و ۸ و دو تا 
از رقم های فرد، یعنی دو تا از ۱، ۳، ۵ ، ۷ و ۹، را انتخاب می کنیم، سپس با رقم های انتخاب شده عدد پنج 

رقمی را می سازیم. در نتیجه پاسخ برابر است با

jkø SiIwZ»p ´¤n ¾w JIhTºH joÎ ´¤n »j JIhTºH

!
   

× × = × × =      
   

۴ ۵
۵ ۴ ۱۰ ۱۲۰ ۴۸۰۰۳ ۲

هشت صندلی در دو طرف مقابل از یک میز مستطیل شکل قرار دارند )مانند شکل مقابل(.
 چه��ار زن و ش��وهر به چن��د طریق می توانن��د روی ای��ن صندلی ها بنش��ینند به طوری که 

الف( هر کسی روبه روی همسر خود بنشیند؟
ب( هر کسی مجاور همسر خود بنشیند؟

پ( زن ها یک طرف و مردها طرف دیگر میز بنشینند؟
ت( زن ها یک طرف و مردها طرف دیگر میز بنشینند و هر کسی روبه روی همسر خود باشد؟

ث( هر کسی مجاور همسر خود بنشیند و در ضمن هیچ زن و مردی که همسر نیستند مجاور هم نباشند؟
ج( هر کسی مجاور همسر خود بنشیند و هیچ زن و مردی روبه روی هم نباشند؟

ال��ف( صندلی ها را مانند ش��کل مقابل ب��ا اعداد ۱ تا ۸ ش��ماره گذاری می کنیم. برای 
۴× انتخاب وجود دارد، زیرا یکی از چهار زن و شوهر باید روی  صندلی های ۱ و ۲، ۲
این دو صندلی بنش��ینند، پس چهار روش برای انتخاب این زن و ش��وهر و دو روش 
برای نشستن آنها روی صندلی های ۱ و ۲ وجود دارد. به طور مشابه برای صندلی های 
۲× انتخاب و برای صندلی های ۷ و  ۲  ، ۶ ۳× انتخاب، برای صندلی های ۵ و ۲ ۳ و ۴، 

۱× انتخاب وجود دارد. پس پاسخ برابر است با ۲  ، ۸
( ) ( ) ( ) ( ) !× × × × × × × = × =۴۴ ۲ ۳ ۲ ۲ ۲ ۱ ۲ ۴ ۲ ۳۸۴

ب( صندلی ها را مانند ش��کل مقابل با اعداد ۱ تا ۸ ش��ماره گذاری می کنیم و به چهار 
دس��تة دوتایی تقسیم می کنیم. برای اینکه هر کسی مجاور همسر خود باشد، هر زن و 
ش��وهر باید روی دو صندلی یکی از این دسته ها بنشینند. با استدلالی مشابه استدلال 

قسمت قبل نتیجه می گیریم پاسخ برابر است با
   

 , , , ,

!× × × × × × × = × =

۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶ ۷ ۸
۴۴ ۲ ۳ ۲ ۲ ۲ ۱ ۲ ۴ ۲ ۳۸۴
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۴! طریق می توانند روی چهار  پ( زن ه��ا به دو طریق می توانند یکی از دو س��مت می��ز را انتخاب کنند و به 

۴! طریق می توانند روی چهار صندلی سمت مقابل بنشینند. در نتیجه  صندلی این سمت بنشینند. مردها نیز به 

پاسخ برابر است با
! !× × = × ×

=

۲ ۴ ۴ ۲ ۲۴ ۲۴

۱۱۵۲

۴! طریق می توانند روی چهار  ت( زن ها به دو طریق می توانند یکی از دو سمت میز را انتخاب کنند و به 

صندلی این سمت بنشینند. پس از آن هر مرد باید روبه روی همسر خود بنشیند، بنابراین برای مردها فقط 

یک انتخاب وجود دارد. در نتیجه پاسخ برابر است با

!× =۲ ۴ ۴۸

ث( صندلی ها را مانند ش��کل مقابل با اعداد ۱ تا ۸ ش��ماره گذاری می کنیم و به چهار 

دستة دوتایی تقسیم می کنیم. هر زن و شوهر باید روی دو صندلیِ یکی از این دسته ها 

بنش��ینند. برای صندلی های ۱، ۲، ۳، ۴، ۵، ۶، ۷ و ۸ به ترتیب ۸ ، ۱، ۳، ۱، ۴، ۱، ۱ و ۱ 

انتخاب وجود دارد، زیرا یکی از هشت نفر باید روی صندلی شمارة ۱ بنشیند و پس از 

آن همسر این شخص روی صندلی شمارة ۲؛ اگر روی صندلی شمارة ۲ یک زن نشسته 

باشد، روی صندلی شمارة ۳ با توجه به شرط مسئله یکی از سه زن دیگر باید بنشیند، 

در غیر این صورت یکی از س��ه مرد دیگر باید روی این صندلی بنش��یند. پس در هر 

صورت برای صندلی شمارة ۳، سه انتخاب وجود دارد و پس از آن همسر این شخص 

باید روی صندلی ش��مارة ۴ بنشیند. به روش مشابه در مورد صندلی های شمارة ۵، ۶، 

۷ و ۸ نیز می توانیم استدلال کنیم. در نتیجه پاسخ برابر است با

× × × × × × × =۸ ۱ ۳ ۱ ۴ ۱ ۱ ۱ ۹۶

ج( با توجه به شرط مسئله نحوة نشستن مردها و زن ها به یکی از چهار صورت زیر است:

۴! طریق می توانند روی صندلی های مشخص شده بنشینند و پس  در هر یک از این چهار حالت مردها به 

از آن زن ها به صورت یکتا روی صندلی های باقی مانده می توانند بنش��ینند، زیرا هر یک باید کنار همس��ر 

خود بنشینند. بنابراین پاسخ برابر است با

x»n ¦Ä JIhTºH Á»n IÀjo¶ ¸Tvzº Á»n IÀï·p ¸Tvzº

IÀï·p » IÀjo¶ y¹Ãa ¾ö¼Mo¶ ÁIÀïÂ²k¹Å ¾ö¼Mo¶ ÁIÀïÂ²k¹Å

!× × =۴ ۴ ۱ ۹۶
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ده نفر به چند طریق می توانند در دو اتاق سه نفره و یک اتاق چهار نفره قرار بگیرند؟

 طریق می توانیم سه نفر 
 
  
 

۷
۳  طریق می توانیم سه نفر را برای اتاق اول انتخاب کنیم، سپس به 

 
  
 

۱۰
۳ به 

را از بی��ن هفت نفر باقی مانده برای اتاق دوم انتخ��اب کنیم و در نهایت چهار نفر باقی مانده به یک طریق 
در اتاق چهار نفره قرار می گیرند. در نتیجه پاسخ برابر است با

! ! ! !
! ! ! ! ! ! ! !

    × × × × × ×× × = × = =       × × × × × ×   

× × × ×= = × × × =

۱۰ ۷ ۱۰ ۷ ۱۰ ۱۰ ۹ ۸ ۷ ۶ ۵ ۴۱۳ ۳ ۳ ۷ ۳ ۴ ۳ ۳ ۴ ۶ ۶ ۴

۱۰ ۹ ۸ ۷ ۵ ۱۵ ۸ ۷ ۵ ۴۲۰۰
۶

n است ولی اگر در بین آنها شیء تکراری وجود داشته باشد،  ! n شیء متمایز برابر  تعداد جایگشت های 
 ، abab  ، aabb b برابر ۶ اس��ت ) b a a» , , دیگر این طور نیس��ت. مثلًا تعداد جایگش��ت های چهار حرف 

n شیء که بین  . به سادگی می توان تعداد جایگشت های  !=۴ ۲۴ ( و نه  bbaa baba و   ، baab  ، abba

آنها شیء تکراری نیز وجود داشته باشد حساب کرد.
؛ ابتدا چهار جایگاه در یک ردیف در نظر می گیریم، س��پس دو تا از  b b a a» , , مثلًا در مورد چهار حرف 

a قرار می دهیم و در نهایت در دو جایگاه باقی مانده حرف  چهار جایگاه را انتخاب می کنیم و در آنها حرف 

. !
! !

 
=  

 

۴ ۴
۲ ۲ ۲

b برابر است با  b a a» , , b را قرار می دهیم. در نتیجه تعداد جایگشت های حروف 

mississippi را تعیین کنید. تعداد جایگشت های حروف کلمة 

mississippi یازده حرف دارد، بنابراین برای تش��کیل جایگش��تی از ح��روف این کلمه ابتدا یازده  کلمة 

، چهار حرف  i ، چهار حرف  m mississippi از یک حرف  جایگاه در یک ردیف در نظر می گیریم. چون 

، چهار تا از ده جایگاه باقی مانده  m p تشکیل شده است، یکی از یازده جایگاه را برای حرف  s و دو حرف 

s انتخاب می کنیم و در  ، چهار تا از ش��ش جایگاه باقی مانده را برای چه��ار حرف  i را ب��رای چهار حرف 
p را در دو جایگاه باقی مانده قرار می دهیم. در نتیجه تعداد جایگش��ت های حروف کلمة  نهایت دو حرف 

mississippi برابر است با
m i s p

     
× × × = × × =           × × × × × ×     

! ! ! !
! ! ! ! ! ! ! ! ! !

۱۱ ۱۰ ۶ ۱۱ ۱۰ ۶ ۱۱۱
۱ ۴ ۴ ۱ ۱۰ ۴ ۶ ۴ ۲ ۱ ۴ ۴ ۲

مشابه روشی که در حل این مسئله به کار بردیم، می توانیم قضیة زیر را ثابت کنیم.

n۱ تای آنها از نوع اول )و یکسان(،  n شیء به طوری که  قضیة جایگش��ت با تکرار: تعداد جایگشت های 

باش��ند  یکس��ان(  )و  ام  k ن��وع  از  آنه��ا  kn ت��ای  و   … یکس��ان(،  )و  دوم  ن��وع  از  آنه��ا  ت��ای  n۲

.
k

n
n n n    

!
! ! !× × ×۱ ۲ 

، برابر است با  kn n n n( )+ + + =۱ ۲ 
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p تشکیل شده م:ال:  s و دو حرف  ، چهار حرف  i ، چهار حرف  m mississippi از یک حرف  کلمة

! است و همچنین تعداد 
! ! ! !× × ×

۱۱
۱ ۴ ۴ ۲

اس��ت، پس تعداد جایگشت های حروف این کلمه برابر 

! است، همان طور که ملاحظه کردیم.
! !×
۴

۲ ۲
b برابر  b a a» , , جایگشت های چهار حرف 

الف( تعداد جایگشت های رقم های عدد ۷۲۸۳۲۳۳۷۲۳ را تعیین کنید.
ب( چند جایگشت با رقم ۷ شروع می شوند؟

پ( چند جایگشت با رقم زوج شروع می شوند؟
ت( در چند جایگشت چهار رقم زوج در کنار هم قرار دارند؟

الف( عدد داده ش��ده دو رقم ۷، س��ه رقم ۲، یک رقم ۸ و چهار رقم ۳ دارد. بنابراین تعداد جایگش��ت های 
! است.

! ! ! !× × ×
۱۰

۲ ۳ ۱ ۴
رقم های این عدد ده رقمی طبق قضیة جایگشت با تکرار برابر 

ب( رقم اول جایگشت را برابر ۷ قرار می دهیم. نهُ رقم دیگر به صورت ۳، ۳، ۳، ۳، ۸ ، ۲، ۲، ۲ و ۷ هستند. 
! طریق می توانیم جلوی رقم ۷ بنویسیم. پس 

! ! ! !× × ×
۹

۱ ۳ ۱ ۴
بنابر قضیة جایگشت با تکرار این نهُ رقم را به 

! است.
! !×
۹

۳ ۴
تعداد جایگشت هایی که با رقم ۷ شروع می شوند برابر 

پ( عدد داده ش��ده ده رقم دارد که چهار رقم آن زوج و ش��ش رقم دیگر فرد هس��تند. برای س��اختن 
جایگش��تی از این ده رقم که با رقم زوج ش��روع ش��ود، ده جایگاه در یک ردیف در نظر می گیریم. غیر از 

 طریق می توانیم 
 
  
 

۹
۳ جایگاه اول، در سه تا از نهُ جایگاه دیگر باید رقم زوج قرار گیرد. این سه جایگاه را به 

! طریق می توانیم در چهار جایگاه مخصوص رقم های 
!

۴
۳

انتخاب کنیم. رقم های زوج، یعنی ۸ ، ۲، ۲، ۲، را به 

! طریق می توانیم در ش��ش 
! !×
۶

۲ ۴
زوج قرار بدهیم. در نهایت رقم های فرد، یعنی ۳، ۳، ۳، ۳، ۷، ۷، را به 

جایگاه باقی مانده قرار دهیم. در نتیجه پاسخ برابر است با

! !
! ! !

 
× ×   × 

۹ ۴ ۶
۳ ۳ ۲ ۴

ت( چهار رقم زوج را در یک بس��ته کنار هم قرار می دهیم. طبق قضیة جایگش��ت با تکرار این بسته را به 
 !

! !×
۷

۲ ۴
! طریق می توانیم تشکیل دهیم. تعداد جایگشت های این بسته به همراه شش رقم فرد نیز برابر 

!
۴
۳

است.

! است. !
! ! !
×

×
۴ ۷
۳ ۲ ۴

در نتیجه پاسخ برابر 

6
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)192(

get وجود دارد؟ management عبارت  در چند جایگشت از حروف کلمة 

 !×4 7  )۴   !×2 7  )۳   !7
2

 )2   !7  )1

get به همراه بقیة حروف را بیابیم: باید تعداد جایگشت های بستة 

طبق قضیة جایگشت با تکرار تعداد این جایگشت ها برابر است با
! ! !

! ! !
= =

× ×
8 8 7

2 2 2 8

 international در چند جایگشت از حروف کلمة 
الف( حروف صدادار مجاور یکدیگر قرار دارند و حروف بی صدا نیز مجاور یکدیگر قرار دارند؟

ب( حروف صدادار و بی صدا به صورت یکی در میان قرار دارند؟
پ( حرف اول صدادار و حرف آخر بی صدا است؟

int دو بار ظاهر شده است؟ ت( عبارت 

الف( حروف صدادار را در یک بسته و حروف بی صدا را نیز در یک بسته قرار می دهیم:

 !
! !×
6

2 2
2! طریق می توانیم در یک ردیف قرار دهیم و به ازای هر یک، بستة حروف صدادار را به  دو بسته را به 

! طریق می توانیم تشکیل دهیم. در نتیجه پاسخ برابر است با
! !×
7

3 2
طریق و بستة حروف بی صدا را به 

! !!
! ! ! !

× ×
× ×
6 72

2 2 3 2
international ش��ش حرف صدادار و هفت حرف بی صدا دارد، پس در صورتی در یک  ب( چون کلمة 
جایگش��ت حروف صدادار و بی صدا به صورت یکی در میان قرار دارند که حروف بی صدا در جایگاه های 

اول، سوم، … و سیزدهم و حروف صدادار در جایگاه های دوم، چهارم، ... و دوازدهم قرار گیرند:

، را به  i i a a e o         » , , , , ! طریق و حروف صدادار، یعنی 
! !×
7

3 2
n را به  n n t t r l           » , , , , , حروف بی صدا، یعنی 

. ! !
! ! ! !

×
× ×
7 6

3 2 2 2
! طریق می توانیم در جایگاه های مربوطه قرار دهیم. در نتیجه پاسخ برابر است با 

! !×
6

2 2
international سیزده حرف دارد که هفت تا از آنها بی صدا و شش تا صدادارند. برای تشکیل  پ( کلمة 
جایگش��تی که حرف اول صدادار و حرف آخر بی صدا باش��د، سیزده جایگاه در نظر می گیریم. هفت حرف 
بی صدا باید در جایگاه آخر و ش��ش تا از یازده جایگاه، جایگاه های دوم تا دوازدهم، قرار گیرند. پس برای 

 طریق می توانیم شش تا از یازده جایگاه 
 
  
 

11
6 ! انتخاب وجود دارد، زیرا به 

! !

 
×   × 

11 7
6 3 2

حروف بی صدا 

! طری��ق می توانیم ح��روف بی صدا، یعنی 
! !×
7

3 2
را انتخ��اب کنی��م و طبق قضیة جایگش��ت با تک��رار به 

، را در جایگاه آخر و این شش جایگاه قرار دهیم.  n n n t t r l           » , , , , ,

2 
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! طریق می توانیم در شش جایگاه باقی مانده، 
! !×
6

2 2
i را به  i a a e o         » , , , , در نهایت حروف صدادار، یعنی 

که یکی از آنها جایگاه ابتدایی است، قرار دهیم. در نتیجه پاسخ برابر است با

! !
! ! ! !

 
× ×   × × 

11 7 6
6 3 2 2 2

! است.
! !×
9

2 2
ت( پاسخ برابر تعداد جایگشت های حروف و بسته های زیر یعنی برابر 

x را در نظر بگیرید. چند تا از جواب های این معادله در مجموعة اعداد صحیح و  x x+ + =1 2 3 7 معادلة 

نامنفی عبارت اند از
                        ( , , ) , ( , , ) , ( , , ) , ( , , ) , ( , , )2 2 3 2 5 0 3 0 4 0 0 7 0 7 0

x دنباله ای از توپ ها و دیواره��ا در نظر می گیریم، به این  x x( , , )1 2 3 نظی��ر ه��ر جواب از معادله مانن��د 

x2 توپ، بعد یک دیوار و در  صورت که در ابتدای ردیف x1 توپ قرار می دهیم. بعد یک دیوار، سپس 

x3 توپ قرار می دهیم. مثلًا  نهایت 

( , , ):2 5 0( , , ):2 2 3

( , , ):0 0 7( , , ):3 0 4

( , , ):0 7 0

، پس دنبالة به دست آمده شامل هفت توپ و دو دیوار است. توجه کنید که هر  x x x+ + =1 2 3 7 چون 

x اس��ت، زیرا دو  x x+ + =1 2 3 7 دنبالة ش��امل هفت توپ و دو دیوار، نظیر دقیقاً یک جواب از معادلة 

دیوار، ردیف توپ ها را به سه قسمت تقسیم می کند. تعداد توپ های قسمت اول، دوم و سوم را به ترتیب 
x در مجموعة اعداد صحیح و نامنفی  x x+ + =1 2 3 7 x3 می گیریم و جوابی از معادلة  x2 و   ، x1 برابر 

به دست می آوریم. به طور مثال دنبالة زیر را در نظر بگیرید:

) است. , , )1 2 4 این دنباله نظیر جواب 

x برابر تعداد دنباله های شامل هفت  x x+ + =1 2 3 7 در نتیجه تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلة 

! است.
! !

 
=  ×  

99
27 2

توپ و دو دیوار است. طبق قضیة جایگشت با تکرار تعداد این دنباله ها برابر 

 kx x x n+ + + =1 2  در حالت کلی تع��داد جواب های صحیح و نامنفی معادلة 

براب��ر  یعن��ی  دی��وار،   k−1 و  ت��وپ   n ش��امل  دنباله ه��ای  تع��داد  براب��ر 

 است.
n kn k

kn k
( ) !

!( ) !

+ − + −
=  −−  

11
11



فصل سوم: ترکیبیات )شمارش(
)19۴(

 است.
n k

k
+ − 

  − 

۱
۱ kx برابر  x n+ + =۱  تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلة 

به چند طریق می توان از چهار نوع گل موجود در یک گل فروشی دسته گلی شامل نهُ شاخه گل انتخاب کرد؟

در تشکیل دسته گل تعداد شاخه های از هر نوع گل اهمیت دارد. فرض کنید تعداد شاخه های انتخاب شده 
x۳ و x۴ باش��د. چون می خواهیم نهُ ش��اخه گل انتخاب کنیم،   ، x۲ ، x۱ از چهار نوع گل به ترتیب برابر
. بنابراین تعداد راه های انتخاب نهُ ش��اخه گل از چهار نوع گل برابر تعداد  x x x x+ + + =۱ ۲ ۳ ۴ ۹ پ��س 

 است.
+ −   

=      −   

۹ ۴ ۱ ۱۲
۴ ۱ ۳ x یعنی برابر  x x x+ + + =۱ ۲ ۳ ۴ ۹ جواب های صحیح و نامنفی معادلة 

 k n شیء از  k نوع گل )یا  n شاخه گل از بین  به طور کلی تعداد راه های انتخاب 
kx است. x n+ + =۱  نوع شیء( برابر تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلة 

است.
n k

k
+ − 

  − 

۱
۱ نوعگلبرابر k شاخهگلازبین n تعدادراههایانتخاب

به چند طریق می توان ده توپ یکسان را بین سه نفر توزیع کرد؟

چون توپ ها یکسان اند، بنابراین در هر روش توزیع توپ ها تعداد توپ هایی که به هر نفر می رسد اهمیت 
x۳ ت��وپ برس��د، در این صورت  ، x۲ و  x۱ دارد. ف��رض کنی��د ب��ه نف��رات اول تا س��وم به ترتی��ب
. بنابراین تعداد راه های توزیع ده توپ یکس��ان بین س��ه نفر براب��ر تعداد جواب های  x x x+ + =۱ ۲ ۳ ۱۰

 است.
+ −   

=      −   

۱۰ ۳ ۱ ۱۲
۳ ۱ ۲ x یعنی برابر  x x+ + =۱ ۲ ۳ ۱۰ صحیح و نامنفی معادلة 

 k k دستة متمایز )مثلًا بین  n شیء یکسان در  به طور کلی تعداد راه های توزیع 
kx یعنی برابر  x n+ + =۱  نف��ر( برابر تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلة 

 است.
n k

k
+ − 

  − 

۱
۱

به چند طریق می توان از بین پنج نوع گل یازده شاخه گل انتخاب کرد به طوری که از گل نوع دوم حداقل دو 
شاخه و از گل نوع پنجم حداقل سه شاخه انتخاب کرد؟

ابتدا دو ش��اخه از گل نوع دوم و س��ه شاخه از گل نوع پنجم برمی داریم، زیرا این پنج شاخه به اجبار باید 
۱۱− شاخه گل یعنی شش شاخه گل را از بین پنج نوع گل انتخاب کنیم. این  ۵ انتخاب شوند. اکنون باید 

 طریق می توانیم انجام دهیم.
+ −   

=      −   

۶ ۵ ۱ ۱۰
۵ ۱ ۴ کار را به 

2 

8
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مشابه راه حل این مسئله می توانیم قضیة زیر را ثابت کنیم.

kx به  x n+ + =۱  kc عددهایی صحیح باشند. تعداد جواب های صحیح معادلة  ، ... و  c۱ فرض کنید

kn است. c c k
k

( )− + + + − 
  − 

۱ ۱
۱



، برابر  k kx c≥ ، ... و  x c≥۱ شرط آنکه ۱

n شاخه  در واقع تعداد جواب های معادله با شرایط گفته شده در صورت قضیه معادل با تعداد راه های انتخاب 
c۲ شاخه از گل نوع دوم،  k نوع گل است به طوری که حداقل c۱ شاخه از گل نوع اول، حداقل  گل از بین 
ام انتخاب کنیم. برای این منظور مانند راه حل مسئلة قبل ابتدا c۱ شاخه  k kc شاخه از گل نوع  … و حداقل 
kn شاخه را باید  c c( )− + +۱  ام انتخاب می کنیم، س��پس  k kc ش��اخه از گل نوع  از گل نوع اول، … و 

k نوع گل انتخاب کنیم که تعداد روش های انجام این کار را با توجه به قضایای قبل می دانیم. از بین 

 است.
n
k
− 

  − 

۱
۱ kx برابر  x n+ + =۱  تعداد جواب های صحیح و م:بت )طبیعی( معادلة 

kx برابر تعداد جواب های این معادله با ش��رایط  x n+ + =۱  تعداد جواب های صحیح و مثبت معادلة 
kx است. طبق قضیة قبل این تعداد برابر است با ، ... و ۱≤ x ≥۲ ۱ ، x ≥۱ ۱

k

n k n k k n
k k

k

( )
 

− + + + + − − + − −     = =        − −    − 

۱ ۱ ۱ ۱ ۱ ۱
۱ ۱۱





تعداد راه های توزیع ده توپ یکسان بین پنج نفر به طوری که به هر نفر حداقل یک توپ برسد برابر کدام است؟
۲۵۲ )۴  ۲۱۰ )۳  ۱۲۶ )۲  ۱۰۵ )1

تعداد راه های توزیع ده توپ یکس��ان بین پنج نفر به طوری که به هر نفر حداقل یک توپ برسد، با توجه 
x یعنی برابر  x+ + =۱ ۵ ۱۰ ب��ه توضیحات گذش��ته، برابر تعداد جواب ه��ای صحیح و مثبت معادل��ة 

 است. توجه کنید که
−   

=      −   

۱۰ ۱ ۹
۵ ۱ ۴

!
! !

  × × ×= = = × × =   × × × × 

۹ ۹ ۹ ۸ ۷ ۶ ۹ ۲ ۷ ۱۲۶۴ ۴ ۵ ۴ ۳ ۲ ۱

x را بیابید به طوری که x x x+ + + =۱ ۲ ۳ ۴ ۱۴ تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلة 

ix عددی زوج باشد.  ب( هر    . x ≥۴ ۳ x و  >۳ ۰  ، x >۲ ۳  ، x ≥۱ ۲ الف( 

x۴ بر ۵ بخش پذیر باشد.  ت(  ix عددی فرد باشد.  پ( هر 

. x ≤۴ ۳ ج(  x۴ برابر مربع عددی طبیعی باشد.   ث( 

 x۲ « هم ارز است )زیرا  x ≥۳ « با »۱ x >۳ « و گزارة »۰ x ≥۲ ۴ « با » x >۲ ۳ الف( توجه کنید که گزارة »
x را بیابیم به  x x x+ + + =۱ ۲ ۳ ۴ ۱۴ x۳ عددهای��ی صحیح اند(. بنابراین باید تعداد جواب های معادلة  و 

. می دانیم این تعداد برابر است با x ≥۴ ۳ x و  ≥۳ ۱ ، x ≥۲ ۴  ، x ≥۱ ۲ شرط آنکه 
( ) !

! !

− + + + + −   
= = =      − ×   

۱۴ ۲ ۴ ۱ ۳ ۴ ۱ ۷ ۷ ۳۵۴ ۱ ۳ ۳ ۴

3 

4 

3 
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ix صحیح و نامنفی است،  i و چون  ix y=۲ ix عددی زوج باشد، پس قرار می دهیم  ب( چون می خواهیم 
iy نیز صحیح و نامنفی است. پس 

x x x x y y y y y y y y+ + + = ⇒ + + + = ⇒ + + + =۱ ۲ ۳ ۴ ۱ ۲ ۳ ۴ ۱ ۲ ۳ ۴۱۴ ۲ ۲ ۲ ۲ ۱۴ ۷

 اس��ت. پس پاس��خ این قسمت 
+ −   

=      −   

۷ ۴ ۱ ۱۰
۴ ۱ ۳ تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلة آخر برابر 

 است.
 
  
 

۱۰
۳ برابر 

ix صحیح و نامنفی  i و چون  ix y= +۲ ix عددی فرد باش��د، پس قرار می دهیم ۱ پ( چون می خواهیم 
iy نیز صحیح و نامنفی است: است، پس 

x x x x y y y y

y y y y y y y y

( ) ( ) ( ) ( )+ + + = ⇒ + + + + + + + =

+ + + = ⇒ + + + =

۱ ۲ ۳ ۴ ۱ ۲ ۳ ۴

۱ ۲ ۳ ۴ ۱ ۲ ۳ ۴

۱۴ ۲ ۱ ۲ ۱ ۲ ۱ ۲ ۱ ۱۴

۲ ۲ ۲ ۲ ۱۰ ۵

 است، پس پاسخ این قسمت برابر 
+ −   

=      −   

۵ ۴ ۱ ۸
۴ ۱ ۳ تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلة آخر برابر 

 است.
 
  
 

۸
۳

x۴ برابر  x۴ برابر ۰ ، ۵ یا ۱۰ است )توجه کنید که  x۴ بر ۵ بخش پذیر باشد، پس  ت( چون می خواهیم 
، معادله به  x =۴ ۰ x۴ برابر ۱۴ اس��ت(. اگر  ۱۵ یا عددی بزرگ تر نمی تواند باش��د، چون مجموع x۱ تا 

 
+ −   

=      −   

۱۴ ۳ ۱ ۱۶
۳ ۱ ۲ x درمی آید که تعداد جواب های صحیح و نامنفی آن برابر  x x+ + =۱ ۲ ۳ صورت ۱۴

x درمی آید که تعداد جواب های صحیح و نامنفی  x x+ + =۱ ۲ ۳ ، معادله به صورت ۹ x =۴ ۵ اس��ت. اگر 

x درمی آید که  x x+ + =۱ ۲ ۳ ۴ ، معادله به صورت  x =۴  اس��ت و اگر ۱۰
+ −   

=      −   

۹ ۳ ۱ ۱۱
۳ ۱ ۲ آن برابر 

 اس��ت. در نتیجه پاس��خ این قسمت برابر 
+ −   

=      −   

۴ ۳ ۱ ۶
۳ ۱ ۲ تعداد جواب های صحیح و نامنفی آن برابر 

.
     

+ +          
     

۱۶ ۱۱ ۶
۲ ۲ ۲ است با 

 x۴ پاس��خ را به دست می آوریم. چون می خواهیم x۴ ث( مانند قس��مت قبل با حالت بندی روی مقادیر
x۴ برابر ۱، ۴ یا ۹ است. بنابراین برابر مربع عددی طبیعی باشد، پس 

x x
x x x x x x

x
x x x

jHk•U jHk•U

j

JH¼]  ÁIÀJH¼]  ÁIÀJH¼] 

  ÁIÀJH¼ Hk•U] 

( ) ( )

( )

= =
= + + = + + + =

=
+ − + − + −     

+ + + = = + +          − − −     

     
= + +          
     

۴ ۴
۱ ۲ ۳ ۱ ۲ ۳

۴
۱ ۲ ۳

۱ ۴
۱۳ ۱۰

۹ ۱۳ ۳ ۱ ۱۰ ۳ ۱ ۵ ۳ ۱
۵ ۳ ۱ ۳ ۱ ۳ ۱

۱۵ ۱۲ ۷
۲ ۲ ۲

ج( علی رغم اینکه پاسخ این قسمت را نیز می توانیم مانند قسمت های )ت( و )ث( با حالت بندی روی مقادیر 
x۴ به دست بیاوریم ولی راه ساده تر این است که از روش شمارش تعداد حالت های نامطلوب کمک بگیریم. 
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 اس��ت. 
+ −   

=      −   

۱۴ ۴ ۱ ۱۷
۴ ۱ ۳ x برابر  x x x+ + + =۱ ۲ ۳ ۴ ۱۴ تع��داد جواب های صحیح و نامنفی معادلة 

، پس در صورتی  x ≤۴ ۳ یکی از این جواب ها را در نظر بگیرید. این جواب در صورتی مطلوب اس��ت که 
. بنابراین تعداد جواب های نامطلوب، تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلة  x ≥۴ نامطلوب اس��ت که ۴

. می دانیم این تعداد برابر است با  x ≥۴ ۴ x است به شرطی که  x x x+ + + =۱ ۲ ۳ ۴ ۱۴

 
( )− + + + + −   

=      −   

۱۴ ۰ ۰ ۰ ۴ ۴ ۱ ۱۳
۴ ۱ ۳

 است.
   

−      
   

۱۷ ۱۳
۳ ۳ بنابراین پاسخ این قسمت برابر 

 برابر کدام است؟
x x x
y y y y
+ + =

 + + + =

۱ ۲ ۳

۱ ۲ ۳ ۴

۸
۹

تعداد جواب های صحیح و م:بت دستگاه معادلات 

۱۱۷۶ )۴  ۹۸۰ )۳  ۷۳۵ )۲  ۵۸۸ )1

چون دو معادلة داده ش��ده مستقل از یکدیگرند، بنابراین برای به دست آوردن تعداد جواب های دستگاه، 
تعداد جواب های هر معادله را به دست آورده و اعداد به دست آمده را در یکدیگر ضرب می کنیم. تعداد 

 و تعداد جواب های صحیح و مثبت 
 
  
 

۷
۲ x براب��ر  x x+ + =۱ ۲ ۳ ۸ جواب ه��ای صحیح و مثبت معادلة 

 است. بنابراین پاسخ برابر است با
 
  
 

۸
۳ y برابر  y y y+ + + =۱ ۲ ۳ ۴ ۹ معادلة 

! !
! ! ! !

   
× = × = × =      

   

۷ ۸ ۷ ۸ ۲۱ ۵۶ ۱۱۷۶۲ ۳ ۲ ۵ ۳ ۵

مربع های لاتین

چهار معلم که آنها را با ش��ماره های ۱ تا ۴ مش��خص می کنیم قرار است طی یک روز که شامل چهار زنگ 
درس��ی اس��ت در چهار کلاس )الف(، )ب(، )ج( و )د( حضور پیدا کنند به طوری که هر معلم در هر کلاس 

دقیقاً یک زنگ درسی به تدریس بپردازد.
جدول زیر نشان می دهد که در هر زنگ، هر معلم در کدام کلاس حضور پیدا می کند. مثلًا طبق این جدول 

کلاس )ب( در زنگ سوم با معلم شمارة ۴ کلاس دارد.

زنگ چهارمسومدوماولکلاس

۱۲۳۴الف

۲۳۴۱ب

۳۴۱۲ج

۴۱۲۳د

جدول فوق برای برنامه ریزی آنچه که می خواستیم مناسب است. ویژگی هایی از این جدول عبارت اند از
۱( در هر کلاس هر چهار معلم حضور پیدا کرده اند، زیرا در هر سطر از جدول نام همة معلم ها آمده است.

4 

راهحل
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الف( چند جایگشت از رقم های ۱ تا ۹ وجود دارد؟- 1

ب( در چند جایگشت رقم های زوج کنار یکدیگر قرار دارند؟

پ( در چند جایگشت رقم های زوج کنار یکدیگر قرار دارند و رقم های فرد نیز کنار یکدیگر قرار دارند؟

ت( در چند جایگشت رقم های زوج و فرد به صورت یکی در میان قرار دارند؟

ث( در چند جایگشت هیچ دو رقم زوجی مجاور یکدیگر قرار ندارند؟

ج( در چند جایگشت هر رقم زوج دقیقاً با یک رقم زوج دیگر مجاور است؟

mobile وجود دارد؟- ۲ الف( چند جایگشت از حروف کلمة 

ب( در چند جایگشت حروف صدادار و بی صدا به صورت یکی در میان قرار دارند؟

i مجاور یکدیگر قرار دارند؟ b و  پ( در چند جایگشت حروف 

ت( در چند جایگشت هیچ دو حرف صدادار مجاور یکدیگر قرار ندارند؟

mo وجود ندارد؟ ث( در چند جایگشت عبارت 

الف( چند عدد چهار رقمی با رقم های ۱، ۲، ۳، ۴، ۵ ، ۶ و ۷ می توان نوشت؟ )تکرار مجاز است(- ۳

ب( در چند عدد دقیقاً دو رقم زوج وجود دارد؟

پ( در چند عدد دو رقم زوج و دو رقم فرد وجود دارد و رقم های زوج و فرد به صورت یکی در میان قرار دارند؟

ت( در چند عدد هر چهار رقم فرد یا هر چهار رقم زوج اند؟

الف( چند عدد پنج رقمی با رقم های متمایز با رقم های ۱، ۲، ۳، ۴، ۵ ، ۶ و ۷ می توان نوشت؟- ۴

ب( در چند عدد دقیقاً دو رقم زوج وجود دارد؟

پ( در چند عدد دو رقم زوج و سه رقم فرد وجود دارد و رقم های زوج و فرد به صورت یکی در میان قرار دارند؟

ت( در چند عدد دقیقاً دو رقم زوج وجود دارد و این دو رقم مجاورند؟

هشت صندلی با شماره های ۱ تا ۸ دور دو میز مربعی شکل قرار دارند )مانند شکل مقابل(. چهار - 5
زن و شوهر به چند طریق می توانند روی این صندلی ها بنشینند به طوری که 

الف( هر کسی روبه روی همسر خود بنشیند؟

ب( هر کسی مجاور همسر خود بنشیند؟

پ( زن ها دور یک میز و مردها دور میز دیگر بنشینند؟

ت( دور هر میز دقیقاً دو زن و شوهر بنشینند؟

ث( هر کسی مجاور همسر خود بنشیند و هیچ زن و مردی که همسر نیستند مجاور هم نباشند؟

ج( دور هر میز زن ها و مردها به صورت یکی در میان بنشینند؟

a به چند طریق می توانند در یک اتاق دو نفره، یک اتاق سه نفره و یک اتاق پنج نفره قرار بگیرند؟- 6 a a» , ,۱۰ ۲ ۱ الف( ده نفر با نام های 

a۱ در اتاق پنج نفره قرار می گیرد؟ ب( در چند حالت 

a در سه اتاق مختلف قرار می گیرند؟ a a» ,۳ ۲ پ( در چند حالت ۱

a۲ در یک اتاق قرار می گیرند؟ a۱ و  ت( در چند حالت 

a در اتاق دو نفره قرار نمی گیرند؟ a a» ,۳ ۲ ث( در چند حالت هیچ یک از ۱
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m شروع می شود؟- 7 mississippi با حرف  الف( چند جایگشت از حروف کلمة 

s مجاورند؟ ب( در چند جایگشت هر چهار حرف 

s مجاور نیستند؟ پ( در چند جایگشت هیچ دو حرف 

s مجاور است؟ s فقط با یک حرف  ت( در چند جایگشت هر حرف 

mis وجود دارد؟ ث( در چند جایگشت عبارت 

ips وجود دارد؟ ج( در چند جایگشت دو عبارت 

isomorphism وجود دارد؟- 8 الف( چند جایگشت از حروف کلمة 

ب( در چند جایگشت حروف صدادار مجاور یکدیگر قرار دارند و حروف بی صدا نیز مجاور یکدیگر قرار دارند؟

پ( در چند جایگشت حروف اول و آخر بی صدا هستند؟

ت( در چند جایگشت هر حرف صدادار فقط با یک حرف صدادار مجاور است؟

pir وجود دارد؟ ث( در چند جایگشت عبارت 

الف( به چند طریق می توان دوازده شاخه گل از چهار نوع گل انتخاب کرد؟- 9

ب( در چند حالت از هر یک از چهار نوع حداقل یک شاخه انتخاب می شود؟

پ( در چند حالت از هر یک از چهار نوع حداقل دو شاخه انتخاب می شود؟

ت( در چند حالت حداقل سه شاخه از نوع اول و حداقل دو شاخه از نوع دوم انتخاب می شود؟

ث( در چند حالت از هر یک از چهار نوع تعداد زوجی شاخه انتخاب می شود؟

الف( به چند طریق می توان یازده توپ یکسان را بین بابک، مانی و پویا تقسیم کرد؟- 10

ب( در چند حالت بابک حداقل دو توپ و پویا حداقل سه توپ دریافت می کنند؟

پ( در چند حالت به هر یک از سه نفر تعداد فردی توپ می رسد؟

ت( در چند حالت به پویا حداک:ر چهار توپ می رسد؟

x را بیابید.- 11 x x x+ + + =۱ ۲ ۳ ۴۳ ۱۰ تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلة 

x را بیابید.- 1۲ x x x+ + + =۲
۱ ۲ ۳ ۴ ۱۰ تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلة 

x را بیابید.- 1۳ x x x+ + + =۱ ۲ ۳ ۴ ۱۰ تعداد جواب های صحیح و م:بت معادلة 

1۴ -. x x x» ,≥ ≥ ≥۳ ۲ ۱۲ ۳ ۲ x را بیابید، به شرطی که  x x x+ + + =۱ ۲ ۳ ۴ ۱۱ تعداد جواب های صحیح و م:بت معادلة 

x را بیابید.- 15 x x+ + ≤۱ ۲ ۳ ۷ تعداد جواب های صحیح و م:بت نامعادلة 

 را بیابید.- 16
x x x

y y y

+ + =


+ + =

۱ ۲ ۳

۱ ۲ ۳

۵

۱۰
تعداد جواب های صحیح و نامنفی دستگاه معادلات 

پنج خانواده قرار است به مدت پنج روز به مسافرت بروند و پنج ماشین کرایه کنند. قرار است هر ماشین در هر یک از روزها در اختیار - 17
یکی از خانواده ها باشد و طی پنج روز هر خانواده سوار همة ماشین ها شده باشد. برای این منظور یک برنامه ریزی انجام دهید که مشخص 

باشد در هر روز هر خانواده کدام ماشین را در اختیار داشته باشد؟

الف( مربعی لاتین از مرتبة ۶ ارائه دهید.- 18

۲× تقس��یم کرد که مجموع چهار عدد واقع  ۲ ب( مربعی لاتین از مرتبة ۶ ارائه دهید با این ویژگی که بتوان خانه های آن را به نهُ مربع 
در هر کدام از آنها برابر ۱۴ باشد.

۳× تقسیم کرد که در هر کدام دقیقاً سه  ۳ پ( مربعی لاتین از مرتبة ۶ ارائه دهید با این ویژگی که بتوان خانه های آن را به چهار مربع 
عدد مختلف ظاهر شده باشند.

۲× تقس��یم کرد که در هر کدام هر  ۳ ت( مربعی لاتین از مرتبة ۶ ارائه دهید با این ویژگی که بتوان خانه های آن را به ش��ش مس��تطیل 
شش عدد ظاهر شده باشند.



فصل سوم

درس اول: مباحثی در ترکیبیات

پرسش های چهارگزینه ای

11 هشت1صندلی1در1دو1ردیف1چهارتایی1چیده1شده1است.1پنج1مرد1و1سه1زن1به1چند1طریق1می1توانند1روی1این1صندلی1ها1بنشینند1به1طوری1که1-
زن1ها1همگی1در1ردیف1جلو1باشند؟

 ! !×۳ ۶  )۴ 1 ! !×۴ ۴  )۳ 1 ! !×۴ ۵  )۲ 1 ! !×۳ ۵  )1

۲1 در1چند1جایگشت1از1ارقام1عدد1۲۸۳۴۵۷۱1رقم1های1فرد1در1کنار1یکدیگر1قرار1دارند؟-
 ! !×۴ ۵  )۴ 1 ! !×۳ ۵  )۳ 1 ! !×۳ ۴  )۲ 1 ! !×۴ ۴  )1

۳1 هفت1دانش1آموز1پایة1دهم،1ش��ش1دانش1آموز1پایة1یازدهم1و1چهار1دانش1آموز1پایة1دوازدهم1به1چند1طریق1می1توانند1در1یک1صف1بایس��تند1-
به1طوری1که1دهمی1ها1کنار1هم1باشند1و1یازدهمی1ها1نیز1کنار1هم1باشند؟

 ! ! !× ×۵ ۶ ۷  )۴ 1 ! ! !× ×۴ ۶ ۷  )۳ 1 ! ! !× ×۶ ۶ ۷  )۲ 1 ! ! ! !× × ×۳ ۴ ۶ ۷  )1

۴1 ش��ش1آلمانی1و1ش��ش1س��وئدی1به1چند1طریق1می1توانند1در1یک1صف1بایستند1به1طوری1که1آلمانی1ها1و1سوئدی1ها1در1صف1به1صورت1یکی1در1-
میان1قرار1گیرند؟

 !۱۲
۲

 )۴ 1 ! !× ×۲ ۶ ۶  )۳ 1 ! !×۶ ۶
۲

 )۲ 1 ! !×۶ ۶  )1

51 }1را1آبی،1قرمز1یا1سبز1کرد1به1طوری1که1دقیقا1ًدو1عضو1مجموعه1آبی1شوند؟- , , , }۱ ۲ ۷ به1چند1طریق1می1توان1هر1عضو1از1مجموعة1

۶۴۰ )۴ 1۴۸۰ )۳ 1۸۹۶ )۲ 1۶۷۲ )1

61 در1چند1عدد1شش1رقمی1با1ارقام1ناصفر1و1متمایز،1رقم1ها1یکی1در1میان1زوج1و1فرد1هستند؟-
۳۲۸۰ )۴ 1۳۱۲۰ )۳ 1۲۸۸۰ )۲ 1۲۶۴۰ )1

71 ده1جعبه1با1ش��ماره1های1۱1تا1۱۰1در1یک1ردیف1چیده1ش��ده1اند.1به1چند1طریق1می1توان1هر1جعبه1را1آبی،1قرمز1یا1س��بز1کرد1به1طوری1که1سه1تا1-
از1جعبه1ها1آبی،1سه1تا1قرمز1و1چهار1تا1سبز1شوند1و1در1ضمن1هیچ1یک1از1جعبه1های1۲1،۱1و1۳1آبی1نشود؟

۱۹۶۰ )۴ 1۱۲۲۵ )۳ 1۹۸۰ )۲ 1۷۰۰ )1

81 1چند1کلمة1هشت1حرفی1مختلف1می1توان1به1دست1آورد؟- abbasali از1جابه1جایی1حروف1کلمة1
۷۷۲۰ )۴ 1۶۴۸۰ )۳ 1۴۹۶۰ )۲ 1۳۳۶۰ )1

91 1وجود1دارند؟- sar 1و1 ban 1هر1دو1عبارت1 bandarabbas در1چند1جایگشت1از1حروف1کلمة1
۱۲۶۰ )۴ 1۱۰۸۰ )۳ 1۱۰۲۰ )۲ 1۹۶۰ )1

101 1حروف1صدادار1و1بی1صدا1به1صورت1یکی1در1میان1قرار1دارند؟- sistanian در1چند1جایگشت1از1حروف1کلمة1
۳۶۰ )۴ 1۳۰۰ )۳ 1۲۴۰ )۲ 1۱۸۰ )1

111 1حروف1صدادار1مجاور1یکدیگر1قرار1دارند1و1حروف1بی1صدا1نیز1مجاور1یکدیگر1قرار1دارند؟- khorramabad در1چند1جایگشت1از1حروف1کلمة1
 !×۶ ۷  )۴ 1 !×۴ ۷  )۳ 1 !×۲ ۷  )۲ 1 !۷  )1

1۲1 1مجاور1نیستند؟- a 1mazandaranهیچ1دو1تا1از1حروف1 در1چند1جایگشت1از1حروف1کلمة1
 !×۳ ۷

۲
 )۴ 1 !×۳ ۷  )۳ 1 !×۵ ۷  )۲ 1 !×۵ ۷

۲
 )1

1۳1 به1چند1طریق1می1توان1دوازده1شاخه1گل1از1بین1هفت1نوع1گل1انتخاب1کرد؟-

 
 
  
 

۱۸
۱۱  )۴ 1 

 
  
 

۱۸
۶  )۳ 1 

 
  
 

۱۷
۶  )۲ 1 

 
  
 

۱۱
۶  )1
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فصل سوم: ترکیبات )شمارش(
)۲۲0(

1۴1 به1چند1طریق1می1توان1هش��ت1اس��کناس1یکسان1را1بین1آرش،1آریا،1پارسا1و1پدرام1تقسیم1کرد1به1طوری1که1آرش1حداقل1دو1و1پارسا1حداقل1-

یک1اسکناس1دریافت1کند؟

۱۲۰ )۴ 1۸۴ )۳ 1۵۶ )۲ 1۳۵ )1

151 1چند1جواب1صحیح1و1مثبت1دارد؟- x x x x x+ + + + =۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۱۳ معادلة1

۵۲۵ )۴ 1۵۱۵ )۳ 1۵۰۵ )۲ 1۴۹۵ )1

161 1برابر1کدام1است؟- x x x≤ + + ≤۱ ۲ ۳۸ ۱۰ تعداد1جواب1های1صحیح1و1نامنفی1معادلة1

۱۷۸ )۴ 1۱۶۶ )۳ 1۱۵۶ )۲ 1۱۴۵ )1

171 1برابر1کدام1است؟- x x x x+ + + =۱ ۲ ۳ ۴۴ ۱۵ تعداد1جواب1های1صحیح1و1مثبت1معادلة1

۶۱ )۴ 1۶۰ )۳ 1۵۶ )۲ 1۴۵ )1

181 1برابر1کدام1است؟- x≤ ≤۲۴ ۸ 1و1 x ≥۱ ۳ 1با1شرط1 x x x x+ + + =۱ ۲ ۳ ۴ ۱۲ تعداد1جواب1های1صحیح1و1نامنفی1معادلة1

۵۶ )۴ 1۵۵ )۳ 1۵۲ )۲ 1۴۶ )1

191 1در1مجموعة1اعداد1طبیعی1برابر1کدام1است؟- x x x x = ۱۰
۱ ۲ ۳ ۴ ۲ تعداد1جواب1های1معادلة1

۲۸۶ )۴ 1۲۲۰ )۳ 1۱۲۰ )۲ 1۸۴ )1

۲01 1برابر1کدام1است؟- x x x x x = ×۸ ۴
۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۲ ۳ تعداد1جواب1های1صحیح1و1مثبت1معادلة1

 
   
      
   

۸ ۷
۴ ۴  )۴ 1 

 
  
 

۸
۴  )۳ 1 

 
  
 

۷
۴  )۲ 1 

   
      
   

۱۲ ۸
۴ ۴  )1

۲11 کدام1جدول1مربعی1لاتین1از1مرتبة1۴1است؟-

 )۴ 1  )۳ 1  )۲ 1  )1

۲۲1 1برابر1کدام1است؟- x y+ 1Aمانند1شکل1زیر1داده1شده1است.1حاصل1 تعدادی1از1درایه1های1مربع1لاتین1

۶ )۴ 1۵ )۳ 1۴ )۲ 1۳ )1

۲۳1 کدام1مربع1را1نمی1توان1با1پر1کردن1خانه1های1خالی1به1مربعی1لاتین1گسترش1داد؟-

 )۴ 1  )۳ 1  )۲ 1  )1

۲۴1 کدام1مربع1را1می1توان1با1پر1کردن1خانه1های1خالی1به1مربعی1لاتین1گسترش1داد؟-

 )۴ 1  )۳ 1  )۲ 1  )1

۲51 1Aانتخاب1کرد1به1طوری1که1هیچ1دو1تا1در1یک1س��طر1- 1Aمربعی1لاتین1از1مرتبة1۵1باش��د.1به1چند1طریق1می1توان1پنج1خانه1از1 فرض1کنید1
نباشند1و1عددهای1واقع1در1آنها1دوبه1دو1متمایز1باشند؟

۶۲۵ )۴ 1۴۸۰ )۳ 1۲۴۰ )۲ 1۱۲۰ )1



راه حل تمرین ها

فصل سوم

11 !۹ الف( 
ب( 

 ×
Z»p ³I¤nH â¾TvM ®Ã§zU IÃ{H ®¨ Sz«ÄI]

! !۴ ۶
پ( 

× ×
Z»p ³I¤nH ¾â TvM ®Ã§zU joÎ ³I¤nH ¾â TvM ®Ã§zU ¾TvM »j Sz«ÄI]

! ! !۴ ۵ ۲
ت( 

joÎ ³I¤nH ·jHj nHo¤ Z»p ³I¤nH ·jHj nHo¤

¾ö¼Mo¶ ÁIÀï½I«ÄI] nj ¾ö¼Mo¶ ÁIÀï½I«ÄI] nj

! !×۵ ۴
۵! طریق ممکن در یک  ث( ابت��دا پنج رقم فرد را ب��ه یکی از 
ردیف می نویسیم. سپس ۴تا از شش فضای خالی ایجاد شده را 

 طریق ممکن انتخاب می کنیم و ارقام زوج را 
 
  
 

۶
۴ ب��ه یکی از 

۴! طریق ممکن در این چه��ار فضا قرار می دهیم.  ب��ه یکی از 

! است. !
 

× ×  
 

۶
۵ ۴۴ پس پاسخ برابر 

ج( طبق ش��رط مسئله، چهار رقم زوج باید در دو بستة دوتایی 
در دو جای مختلف جایگش��ت قرار گیرند. بنابراین پاس��خ به 

صورت زیر می شود:
nj Z»p ³I¤nH ·jHj nHo¤y{ pH IU »j JIhTºHjoÎ ³I¤nH Sz«ÄI]

½k{ jI\ÄH ÁIñÎ ½k{ JIhTºH ÁIñÎ »j

! !
 

× ×  
 

۶
۵ ۴۲

21 !۶ الف( 
ب( 

 = × ×! !۲ ۳ ۳ ! !×۳ ۳+! !×۳ ۳  
     ! !×۵ ۲ پ( 

ت( 
HkÅïÂM ý»oe Sz«ÄI]  nI¿a pH IU3 JIhTºH nHjHkÅ ý»oe ·jHj nHo¤

½k{ JIhTºH ÁIñÎ ¾w nj½k{ jI\ÄH ÁIñÎ

! !
 

× ×  
 

۴
۳ ۳۳

ث( 

الف(  31
ب( 

nj Z»p ´¤n ·jHj nHo¤ joÎ ´¤n ·jHj nHo¤½I«ÄI] nI¿a pH IU2 JIhTºH

Z»p ³I¤nH ÁHoM ½k{ JIhTºH ½I«ÄI] »j o«Äj ½I«ÄI] »j nj

 
× ×  

 

۲ ۲۴
۳ ۴۲

پ( 

ت( 

الف(  41

ب( 
´¤n [¹Q Sz«ÄI]   Z»p ´¤n ¾w pH IU2 JIhTºH joÎ ´¤n nI¿a pH IU3 JIhTºH

  ½k{ JIhTºH 

!
   

× ×      
   

۳ ۴
۵۲ ۳

پ(
´¤n [¹Q ·jHj nHo¤joÎ ´¤n nI¿a pH IU3 JIhTºHZ»p ´¤n ¾w pH IU2 JIhTºH

nj ½k{ JIhTºH

¾ö¼Mo¶ ÁIÀï½I«ÄI]

! !
   

× × ×      
   

۳ ۴
۲ ۳۲ ۳

ت(
Z»p ´¤n ¾w pH IU2 JIhTºH joÎ ´¤n nI¿a pH IU3 JIhTºH ½k{ JIhTºH ´¤n [¹Q Sz«ÄI]

»j ¾¨ Án¼öï¾M

k¹{IM n»I\¶ Z»p ´¤n

! !
   

× × ×      
   

۳ ۴
۴ ۲۲ ۳

فصل سوم: ترکیبات )شمارش(



)223(

الف( 51
1 Â²k¹Å 3 Â²k¹Å 2 Â²k¹Å 4 Â²k¹Å 5 Â²k¹Å 7 Â²k¹Å 6 Â²k¹Å 8 Â²k¹Å

× × × × × × ×8 ۱ ۶ ۱ ۴ ۱ ۲ ۱
ب( ابتدا یکی از هش��ت نفر را روی صندلی شمارة ۱ و یکی از 
ش��ش نفر غیر از نفر اول و همس��رش را روی صندلی شمارة ۳ 
می نش��انیم. سپس همسرهای این دو نفر را روی صندلی های ۲ 
× طریق  ×8 ۶ ۲ و ۴ می نش��انیم. پس چهار صندل��ی اول را به 
می توانی��م پر کنیم و به طور مش��ابه چه��ار صندلی بعدی را به 

× طریق می توانیم پر کنیم. ×۴ ۲ ۲
1 Â²k¹Å 3 Â²k¹Å 4 »2 Â²k¹Å 5 Â²k¹Å 7 Â²k¹Å 8 » 6 Â²k¹Å

× × × × ×8 ۶ ۲ ۴ ۲ ۲
پ( 

qÃ¶ ¦Ä JIhTºH n»j IÀï·p ¸Tvzº IÀjo¶ ¸Tvzº

IÀï·p ÁHoM ½k{ JIhTºH qÃ¶ o«Äj qÃ¶ n»j

! !× ×۲ ۴ ۴
ت( 

oÀ¼{ » ·p »j ¸TvzºoÀ¼{ » ·p »j JIhTºH oÀ¼{ » ·p »j ¸Tvzº

Ï»H qÃ¶ ÁHoM ³»j qÃ¶ n»j o«ÄjÏ»H qÃ¶ n»j ½k{ JIhTºH

! !
 

× ×  
 

۴
۴ ۴۲

ث( ابتدا یکی از هش��ت نفر را برای صندلی ۱ انتخاب می کنیم 
و همس��ر این نفر را روی یکی از دو صندلی ۲ و ۴ می نش��انیم. 
یکی از سه زن و شوهر دیگر را برای دو صندلی باقی ماندة میز 
اول انتخاب می کنیم و توجه کنید که با توجه به ش��رط مسئله 
ای��ن زن و ش��وهر فقط به ی��ک طریق می توانن��د روی این دو 
× طریق می توانیم  ×8 ۲ صندلی بنش��ینند. پس میز اول را به ۳
۴× طریق می توانیم پر  پر کنیم. به طور مش��ابه میز دوم را به ۲

× است. × × ×8 ۲ ۳ ۴ ۲ کنیم. پس پاسخ برابر 
ج( دو ت��ا از چه��ار زن و دو تا از چهار م��رد را برای میز اول 
 × ×۲ ۲ انتخاب می کنیم. این چهار نفر با توجه به شکل زیر به ۲
طریق می توانند دور این میز بنش��ینند. چه��ار نفر دیگر نیز به 
× طریق می توانند دور میز دوم بنشینند. پس پاسخ برابر  ×۲ ۲ ۲

است با

( ) ( )
   

× × × × × × ×      
   

۴ ۴
۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲۲ ۲

الف(61
½oÿº [¹Q ¡IUH½oÿº »j ¡IUH ½oÿº ¾w ¡IUH

    
× ×            

8۱0 ۵
۳۲ ۵

ب( 
½oÿº [¹Q ¡IUH ½oÿº ¾w ¡IUH ½oÿº »j ¡IUH

    
× ×              

۵ ۲۹
۳ ۲۴

توجه کنید که چون a۱ باید در اتاق پنج نفره قرار بگیرد، برای 

این اتاق باید چهار نفر از نهُ نفر دیگر را انتخاب کنیم.
پ( 

a a a
·jHj nHo¤ ½oÿº »j ¡IUH ½oÿº ¾w ¡IUH ½oÿº [¹Q ¡IUH

» ,

þ±Th¶ ¡IUH ¾w nj

!
     

× × ×          
     

۳ ۲ ۱

۷ ۶ ۴۳
۱ ۲ ۴

ت( س��ه حالت در نظر می گیریم ک��ه a۱ و a۲ در کدام اتاق 

قرار گیرند.

a a

a a

a a

½oÿº [¹Q ¡IUH½oÿº »j ¡IUH ½oÿº ¾w ¡IUH

½oÿº »j

½oÿº ¾w

½oÿº [¹Q

,

,

,

     
××      ←     

     

     
× ×+ ←          

     

      ←× ×+           
     

۱ ۲

۱ ۲

۱ ۲

8 8 ۵
0 ۳ ۵

8 ۶ ۵
۲ ۱ ۵

8 ۶ ۳
۲ ۳ ۳

ث( 
½oÿº [¹Q ¡IUH½oÿº »j ¡IUH ½oÿº ¾w ¡IUH

     
× ×          

     

۷ 8 ۵
۲ ۳ ۵

m می گذاریم و ده حرف دیگر را 71 ال��ف( حرف اول را 

m بنویسیم. ! طریق می توانیم جلوی 
! ! !
۱0

۴ ۴ ۲
به 

!       ب(
! !×
8

۴ ۲

! طری��ق 
! !×
۷

۴ ۲
m را ب��ه  i i i i p p, , , , , , پ( ابت��دا ح��روف 

 طریق 
 
  
 

8
۴ می توانی��م در یک ردیف بنویس��یم، س��پس ب��ه 

s را در ۴تا از هش��ت فضای ایجاد شده  می توانیم چهار حرف 

! است.
! !

 
×  ×  

8۷
۴۴ ۲

قرار دهیم. پس پاسخ برابر 



پاسخ پرسش های چهارگزینه ای

فصل سوم

11  طریق می توانیم ۳تا از چهار صندلی  1نیزگ 1
 
  
 

۴
۳ به  1۲

۳! طریق می توانند روی  ردی��ف جلو را انتخاب کنیم و زن ها به 
۵! طریق می توانند  این صندلی ها بنش��ینند. سپس مردها را به 
روی پنج صندلی باقی مانده بنشینند. در نتیجه پاسخ برابر است با

! ! ! ! ! !
 

× × = × × = ×  
 

۴
۳ ۵ ۴ ۳ ۵ ۴ ۵۳

۲1 س��ه رقم زوج به همراه بستة ارقام فرد را به  1نیزگ 1 11
۴! طری��ق می توانیم در یک ردیف قرار دهیم. پس از آن چهار 
۴! طریق می توانیم در بس��تة خود با هم جابه جا  رقم فرد را به 

! است. !×۴ ۴ کنیم. پس پاسخ برابر 

31 1۲ دانش آم��وزان پایه ه��ای ده��م، یازده��م و  1نیزگ 1
iC نشان می دهیم. iB و   ، iA دوازدهم را به ترتیب با 

چهار دانش آموز پایة دوازدهم به همراه دستة دهمی ها و دستة 
۶! طریق می توانیم در یک ردیف قرار دهیم.  یازدهمی ها را به 
۶! طریق  ۷! طریق و یازدهمی ها به  پ��س از آن دهمی ها ب��ه 
می توانن��د در بس��تة خ��ود جابه جا ش��وند. پس پاس��خ برابر 

! است. ! !× ×۶ ۶ ۷

41 اگر نفر اول صف آلمانی باش��د، آلمانی ها به  1نیزگ 1 13
۶! طری��ق می توانند در صف  ۶! طری��ق و س��وئدی ها نیز به 
 !۶ بایستند و اگر نفر اول صف سوئدی باشد نیز سوئدی ها به 
۶! طریق می توانند در صف بایستند. پس  طریق و آلمانی ها به 

. ! !× ×۲ ۶ ۶ پاسخ برابر است با 

51 ابت��دا دو تا از هفت عضو مجموعه را انتخاب  1نیزگ 1 11
می کنیم و آن را به رنگ آبی درمی آوریم. برای هر یک از پنج 
عض��و دیگر مجموعه دو انتخاب وجود دارد که قرمز ش��ود یا 

سبز. بنابراین تعداد روش های رنگ آمیزی برابر است با
 

× = × =  
 

۵۷
۲ ۲۱ ۳۲ ۶۷۲۲

61 برای ساخت عدد شش رقمی با ارقام ناصفر  1نیزگ 1 1۲

و متمایز که رقم ها یکی در میان زوج و فرد باشند، به سه رقم 
زوج و سه رقم فرد نیاز داریم. پس سه تا از چهار رقم ۲، ۴، ۶ 
و ۸ و س��ه ت��ا از پنج رق��م ۱، ۳، ۵ ، ۷ و ۹ را انتخاب می کنیم. 
! طری��ق می توانیم عدد م��ورد نظر را با  !× ×۲ ۳ ۳ س��پس به 

رقم های انتخاب شده بسازیم. پس پاسخ برابر است با

! ! )×۳ ۳+( ! !×۳ ۳
   

× ×      
   

۴ ۵
۳ ۳

= × × =۴ ۱۰ ۷۲ ۲۸۸۰

71  طریق می توانیم س��ه ت��ا از هفت  1نیزگ 1
 
  
 

۷
۳ ب��ه  13

 طریق می توانیم 
 
  
 

۷
۳ جعبة شماره های ۴ تا ۱۰ را آبی کنیم، به 

سه تا از هفت جعبة باقی مانده را قرمز کنیم و در نهایت به یک 
طریق می توانیم چهار جعبة باقی مانده را س��بز کنیم. در نتیجه 

پاسخ برابر است با
! !

! ! ! !

   
× = × = × =       × ×   

۷ ۷ ۷ ۷ ۳۵ ۳۵ ۱۲۲۵۳ ۳ ۳ ۴ ۳ ۴

81 طبق قضیة جایگشت با تکرار پاسخ برابر است با 1نیزگ 1 11

 a a a b b s l i, , , , , , ,

!
! !

× × × × × ×= = × × × × =
× ×
۸ ۸ ۷ ۶ ۵ ۴ ۳ ۲ ۸ ۷ ۵ ۴ ۳ ۳۳۶۰

۳ ۲ ۶ ۲
91 طبق قضیة جایگشت با تکرار پاسخ برابر است با 1نیزگ 1 14

 

!
! !

× × × × ×= =
× ×
۷ ۷ ۶ ۵ ۴ ۳ ۲ ۱۲۶۰

۲ ۲ ۲ ۲
101 کلمة داده ش��ده چهار ح��رف صدادار و پنج  1نیزگ 1 11

حرف بی صدا دارد. بنابراین اگر در جایگشتی حروف صدادار و 
بی صدا به صورت یکی در میان قرار داشته باشند، جایگشت به 

صورت زیر است:

فصل سوم: ترکیبیات )شمارش(



)۲31(

، و حروف  !
! !×
۵

۲ ۲
، را ب��ه  s s t n n, , , , حروف بی ص��دا، یعنی 

! طری��ق می توانیم در 
! !×
۴

۲ ۲
، را به  i i a a, , , ص��دادار، یعن��ی 

جایگاه های مربوطه قرار دهیم. پس پاسخ برابر است با
! !

! ! ! !
× = × =

× ×
۵ ۴ ۳۰ ۶ ۱۸۰

۲ ۲ ۲ ۲
111 ۲! طریق می توانیم بستة حروف صدادار  1نیزگ 1 به  13

و بستة حروف بی صدا را در یک ردیف قرار دهیم، پس از آن 
! طریق می توانند در بس��تة خود جابه جا 

!
۷
۲

ح��روف بی صدا به 

! طریق می توانند در بس��تة 
!

۴
۳

ش��وند و حروف صدادار نیز به 

خود جابه جا شوند. پس پاسخ برابر است با

! !! !
! !

× × = ×۷ ۴۲ ۷ ۴
۲ ۳

1۲1 ،  1نیزگ 1 a ! طریق می توانیم ح��روف غیر از 
!

۶
۲

ب��ه  11

m را در یک ردیف بنویس��یم. س��پس به  z d r n n, , , , , یعنی 

a را در ۴تا از هفت فضای   طریق می توانیم چهار حرف 
 
  
 

۷
۴

خالی ایجاد شده قرار دهیم. پس پاسخ برابر است با

! ! ! !!
! ! ! !

  ×× = × = × =   × × × 

۷۶ ۶ ۷ ۷۲۰ ۵ ۷۷۴۲ ۲ ۳ ۴ ۲ ۶ ۲۴ ۲

131 n ش��اخه گل از بین  1نیزگ 1 تعداد راه های انتخاب  13

 است.
n k

k
+ − 

  − 

۱
۱ k نوع گل برابر 

141 ابتدا دو اسکناس به آرش و یک اسکناس به  1نیزگ 1 1۲
پارسا می دهیم. اکنون باید پنج اسکناس باقی مانده را بین چهار 
نف��ر توزیع کنی��م. تعداد روش های انجام ای��ن کار برابر تعداد 
 x x x x+ + + =۱ ۲ ۳ ۴ ۵ جواب های صحی��ح و نامنفی معادلة 

است. پس پاسخ برابر است با
!

! !

+ −   
= = =      − ×   

۵ ۴ ۱ ۸ ۸ ۵۶۴ ۱ ۳ ۳ ۵

151 تع��داد جواب ه��ای صحی��ح و مثب��ت معادلة  1نیزگ 1 11

 است. پس پاسخ برابر است با
n
k
− 

  − 

۱
۱ kx برابر  x n+ + =۱

!
! ! !

  × × × × × ×= = =   × 

= × × =

۱۲ ۱۲ ۱۲ ۱۱ ۱۰ ۹ ۱۲ ۱۱ ۱۰ ۹
۴ ۴ ۸ ۴ ۲۴

۱۱ ۵ ۹ ۴۹۵

161 تعداد جواب ه��ای صحی��ح و نامنفی معادلة  1نیزگ 1 13

 است.
n k

k
+ − 

  − 

۱
۱ kx برابر  x n+ + =۱

x برابر ۸ ، ۹  x x+ +۱ ۲ ۳ ، آن گاه  x x x≤ + + ≤۱ ۲ ۳۸ ۱۰ اگر 

یا ۱۰ اس��ت. پس برای محاسبة تعداد جواب های نامعادله، سه 
حالت در نظر می گیریم. در نتیجه پاسخ برابر است با

x x x

IÀïJH¼] jHk÷U

+ + =

     
= + + = + + =          
     

۱ ۲ ۳ ۸ ۹ ۱۰

۱۰ ۱۱ ۱۲
۴۵ ۵۵ ۶۶ ۱۶۶۲ ۲ ۲

171 تع��داد جواب ه��ای صحیح و مثب��ت معادلة  1نیزگ 1 14

 اس��ت. با حالت بندی روی 
n
k
− 

  − 

۱
۱ kx برابر  x n+ + =۱

x۴ تع��داد جواب ه��ای صحی��ح و مثب��ت معادل��ة  مقادی��ر 

x را تعیین می کنیم: x x x+ + + =۱ ۲ ۳ ۴۴ ۱۵
x x x

x x x x x x x x x

IÀïJH¼] jHk÷U

= = =
+ + = + + = + + =

     
= + +          

     

= + + =

۴ ۴ ۴
۱ ۲ ۳ ۱ ۲ ۳ ۱ ۲ ۳

۱ ۲ ۳
۱۱ ۷ ۳

۱۰ ۶ ۲
۲ ۲ ۲

۴۵ ۱۵ ۱ ۶۱
181 تعداد جواب ه��ای صحی��ح و نامنفی معادلة  1نیزگ 1 13

x برابر  ≥۲ ۴ x و  ≥۱ ۳ x ب��ا ش��رط  x x x+ + + =۱ ۲ ۳ ۴ ۱۲

است با
( ) !

! !

− + + −   
= = =      − ×   

۱۲ ۳ ۴ ۴ ۱ ۸ ۸ ۵۶۴ ۱ ۳ ۳ ۵

x نامطلوب هس��تند، یعنی  ≥۲ از ای��ن تعداد، جواب هایی که ۹

x با ش��رط  x x x+ + + =۱ ۲ ۳ ۴ تع��داد جواب های معادلة ۱۲

x را بای��د از ع��دد ۵۶ کم  ≥۴ ۰ x و  ≥۳ ۰ ، x ≥۲ ۹ ، x ≥۱ ۳

کنیم. این تعداد برابر است با
( )− + + −   

= =      −   

۱۲ ۳ ۹ ۴ ۱ ۳
۱۴ ۱ ۳

− است. =۵۶ ۱ ۵۵ در نتیجه پاسخ برابر 

191 ،  1نیزگ 1 x۲  ، x۱ چون حاصل ضرب اع��داد طبیعی  14

ix برابر توانی از ۲  ۱۰۲ ش��ده است، پس هر  x۳ و x۴ برابر 

. بنابراین  iy
ix =۲ است، مثلًا 

y y y y

y y y y

x x x x

y y y y+ + +

= ⇒ × × × =

= ⇒ + + + =

۱ ۲ ۳ ۴

۱ ۲ ۳ ۴

۱۰ ۱۰
۱ ۲ ۳ ۴

۱۰
۱ ۲ ۳ ۴

۲ ۲ ۲ ۲ ۲ ۲

۲ ۲ ۱۰
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