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  مقدمه
  

  

وسيله سهمي كوچـك   گزاريم كه توفيق نگارش اين كتاب را عطا فرمود تا بدين خداوند منان را سپاس مي
سال كار بـا هوشـمندان    30در پرورش استعدادهاي درخشان جوانان اين مرز و بوم داشته باشم. افزون بر 

در اختيار حقير نهاده است كه با بكارگيري اين تجربيات كتابي ارزشمند و عميق بهايي  كشور تجارب گران
سـازان مـيهن    را به آينده باشد، به رشتة تحرير درآورده و آن اهداف نظام جديد آموزشي كشور ميكه منطبق با 

صيل علم رياضي اي روشن در تح گيري مناسب از آن بر دانش رياضي خود افزوده و آينده تقديم كنم تا با بهره
  براي خود ترسيم كنند.

ايم  هاي متنوع به تعميق آن پرداخته در اين كتاب در هر فصل مفاهيم مهم حسابان آموزش داده شده و با مثال
آموزان كوشـا و خـلاق را    ام كه نياز دانش در پايان هر بخش نيز تمريناتي در سطوح مختلف يادگيري قرار داده

  كنند. برآورده مي

اند بـه ويـژه از    سازي كتاب را بر عهده داشته ان از كاركنان انتشارات پرافتخار مبتكران كه كار آمادهدر پاي
ها: كبري مرادي، مليحه محمدي آندرس، مينا غلام احمدي،  آقايان خدايار مبين و محسن انصاري و خانم

 كنم. و مينا هرمزي صميمانه تشكر مي

  حسين انصاري  .
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  جبر و معادله  1    
  

 ي و هندسيحسابهاي  دنبالهبخش اول: 

  پردازيم. ايم؛ در اين مقال ضمن يادآوري به تكميل و تعميق آن مي ها در كتاب دهم به تفصيل سخن گفته دربارة دنباله

  دنبالة عددي (حسابي)
آيد، دنبالـة حسـابي ناميـده     داري ثابت به جملة قبلي به دست مياي كه در آن هر جمله (به جز جملة اول) با افزودن مق دنباله
  دهند. نشان مي dنامند و آن را با  شود. آن مقدار ثابت را قدر نسبت دنباله مي مي

ntجملة اول دنبالة حسابي باشد، جملة عمومي آن به صورت  t1اگر  t (n )d  1   باشد. مي 1

  است؟  39م دنباله برابر نددر دنبالة حسابي زير اولاً جملة پانزدهم را به دست آوريد. ثانياً معين كنيد جملة چ :1مثال 
  , , , , ...  9 5 1 3   

  
  d ( )    5 9 4   

  t t ( ) d           15 1 15 1 9 14 4 9 56 47   

  nt t (n )d (n )         139 1 39 9 1 4 39   

  n n n n          9 4 4 39 4 13 39 4 52 13   

  

  است، دنباله را مشخص كنيد.  29و جملة سيزدهم برابر  11ك دنبالة عددي جملة هفتم برابر در ي :2مثال 

  

  
t dt t d

t dt t d

d d

                        
    

17 1

113 1

6 1111 6 11
12 2929 12 29

6 18 3
   

  t d t ( ) t t             1 1 1 16 11 6 3 11 18 11 7   

  , , , ,...7 4 1 2   

  

mدر يك دنبالة حسابي اگر  :3مثال  n r s   :باشد ثابت كنيد  

  m n r st t t t    

  
  m nt t t (m )d t (n )d t md d nd d t (m n)d d               1 1 1 11 1 2 2 2   
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  t (r s)d d t t rd sd d d (t rd d) (t sd d)               1 1 1 1 12 2   

  r s[t (r )d] [t (s )d] t t       1 11 1   

هـا   البعد از طرفين برابرنـد و اگـر تعـداد جملـه     هاي متساوي توان گفت در دنبالة حسابي مجموع جمله وق ميبا توجه به مثال ف
  فرد باشد، اين مجموع با دو برابر جملة وسط مساوي است.

  nt , t , t ,..., t1 2 3   

  n n n n
...t t t t t t t        1 2 1 3 2 1

2
2   

  ها زوج باشد خواهيم داشت: اگر تعداد جمله
  n n n

...t t t t t t t (n )d         1 2 1 3 2 12 1   

  

tيك دنبالة حسابي  در: 4مثال  t  9 15   جملة دوازدهم دنباله چقدر است؟ 52

  
  t t t t t t            12 12 9 15 12 1212 12 9 15 2 52 26   

mدو جمله از يك دنبالة حسابي و  ntو  mtاگر    n گاه: باشد، آن  

  m nt t
d

m n





   

  آيد: ها از رابطة زير به دست مي در يك دنبالة حسابي كه جملة اول و جملة آخر آن معلوم باشد تعداد جمله  

  nt t
n

d


 1 1   

  
  برابر يك باشد؟ 5ها بر  د كه باقي ماندة تقسيم آنچند عدد سه رقمي وجود دار: 5مثال 

,  جملات دنباله عبارتند از:  , ,...,101 106111 996   

  nt t
n

d

       1 996 1011 1 179 1 1805   

  

  ت، اين پنج عدد كدامند؟اس  320ها برابر  ضرب آن و حاصل 10دهند  كه تشكيل دنبالة حسابي ميمجموع پنج عدد : 6مثال 
  گيريم: اعداد دنباله را به صورت زير در نظر مي 

  x d , x d , x ,x d,x d   2 2   

  (x d) (x d) x (x d) (x d) x x            2 2 10 5 10 2   

  (x d)(x d)x(x d)(x d)    2 2 320   

  x(x d )(x d ) ( d )( d )      2 2 2 2 2 24 320 2 4 4 4 320   
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  ( d )( d ) ( d )( d )      2 2 2 28 1 4 320 1 4 40   

  d d d d d (d )(d )           2 2 4 4 2 2 24 4 40 5 36 0 9 4 0   

  d d d      2 29 0 9 3   
dبا فرض     جملات دنباله عبارتند از: 3

  , , , , 4 12 5 8   
dبا فرض   3 :جملات دنباله عبارتند از  

  , , , , 8 5 2 1 4   
  

  مجموع جملات يك تصاعد حسابي متناهي
  n n

...S t t t t    1 2 3   

  

n n n n

n n n n n

n n n n n

n n n n

...S t (t d) (t d) (t d) (t d) t

S t (t d) (t d) ... (t d) (t d) t

...S (t t ) (t t ) (t t ) (t t )

nS n(t t ) S (t t )

          
           

        

    

1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

2 2
2 2

2

2 2

   

توان رابطة فوق را بـه صـورت زيـر     ام مي nجملة اول يك دنبالة حسابي بدون داشتن جملة  nبراي به دست آوردن مجموع 
  تغيير داد:

  n n n
n n nS (t t ) [t t (n )d] S [ t (n )d]         1 1 1 11 2 12 2 2   

)...عبارت   حاصل: 7مثال  )   5 8 11   را حساب كنيد. 53

  

  t d n       1
53 55 8 5 3 1 173   

  n n
nS (t t ) S ( )       1 17

17 175 53 58 4932 2 2   

  

  ت جملة اول دنبالة زير را به دست آوريد.سوع بيممج: 8مثال 

  , , , , ...  10 6 2 2   
    

  n
nS [ t (n )d]  12 12   

  S [ ( ) ( ) ] [ ]           20
20 2 10 20 1 4 10 20 76 10 56 5602   
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  باشد را حساب كنيد. برابر يك مي 3ها بر  مجموع اعداد سه رقمي كه باقي ماندة تقسيم آن: 9مثال 

  باشد عبارتند از: برابر يك مي 3ها بر  ماندة تقسيم آن دنبالة اعداد سه رقمي كه باقي 

  , , ,...,103 106109 997   

  
n     997 103 1 298 1 2993   

  n n
nS (t t ) S ( )       1 299

299 299103 997 1100 1644502 2 2   

  

  است؟  246مجموع چند جمله از دنبالة زير برابر: 10مثال 

  , , ,...4 7 10   

  

  n
n nS [ t (n )d] [ (n ) ]          1246 2 1 246 2 4 1 3 2462 2   

  n n[ n ] ( n ) n n        28 3 3 246 3 5 246 3 5 4922 2   

  n n n               2 5 25 4 3 492 5 5929 5 773 5 492 0 6 6 6   

nغ ق ق    n          5 77 72 5 77 82 41126 6 6 6 3   

  
  مجذور كامل است؟  1000تر از  نشان دهيد مجموع اعداد طبيعي فرد كوچك: 11مثال 

  , , ,...,1 3 5 999   

  n     999 1 1 499 1 5002   

  S ( )       2
500

500 5001 999 1000 500 500 5002 2   

  
  است، دنباله را مشخص كنيد.  25و مجموع ده جملة اول برابر   10 در يك دنبالة حسابي جملة هشتم برابر: 12مثال 

  

  
t dt t d

S ( t d)( t d)

                 

18 1

10 11

7 1010 7 10
1025 5 2 9 252 9 252

   

  
t d t d

d d
t d t d

      
            

1 1

1 1

7 10 2 14 20
5 15 3

2 9 5 2 9 5
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  t d t t        1 1 17 10 21 10 11   

  , , , , ,...11 8 5 2 1   

  
ت جملة اول ساست. مجموع بي 225و مجموع پانزده جملة اول آن برابر  81ة اول يك دنبالة حسابي برابر جملمجموع نه : 13مثال 

  دنباله را به دست آوريد.

  

  
 

 

t dS t d

S t dt d

             

19 1

15 11

9 2 8 8181 4 92
225 15 7 152 14 2252

   

  
t d

d d
t d

   
     

1

1

4 9
3 6 2

7 15
   

  t t    1 14 2 9 1   

     S t d        20 1
20 2 19 10 2 1 19 2 10 40 4002   

  

  است دنباله را مشخص كنيد. 40و مجموع پنج جملة بعدي برابر  35در يك دنبالة حسابي مجموع پنج جملة اول برابر : 14مثال 

  

  
 

   

t dS

S S t d t d

            

15

10 5 1 1

5 2 4 3535 2
40 55 2 9 2 4 402

   

  
t d t d t d

t d t d t d t d

       
               

1 1 1

1 1 1 1

2 7 2 7 2 7
10 45 5 10 40 5 35 40 7 8

   

  
t d

d d
t d

   
        

1

1

2 7
5 15 3

7 8
   

  t ( ) t     1 12 3 7 13   

  , , , , , ,...13 10 7 4 1 2   

  

nSجملة اول يك دنباله به صورت  nاگر مجموع : 15مثال  an bn c  2 .باشد، دنباله را مشخص كنيد  

  
  n n na S S (an bn c) [a(n ) b(n ) c]         2 2

1 1 1   
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  (an bn c) (an an a bn b c)        2 2 2   

  an bn c an an a bn b c an (b a)           2 2 2 2   

naجملة عمومي دنباله    an b a  2    

  باشد دنباله حسابي است. برابر يك مي nكه درجة  با توجه به اين
  n nd a a [ an b a] [ a(n ) b a]        1 2 2 1   

  an b a an a b a a       2 2 2 2   
  a a b a a b     1 2 1   

  

t...در يك دنبالة حسابي : 16مثال  t t t    1 3 5 49 tحاصل عبارت  625 t t ... t   1 5 9   چقدر است؟ 49

  n   49 1 1 252   

  
t t t ... t

t t t ... t

(t t ) (t t ) (t t ) ... (t t )

    
     

        

1 3 5 49

49 47 45 1

1 49 3 47 5 45 49 1

625
625

1250
   

  (t t ) (t t ) (t t ) ... (t t )        1 49 1 49 1 49 1 49 1250   

  (t t ) t t    1 49 1 4925 1250 50   

  A t t t ... t n        1 5 9 49
49 1 1 134   

  A t t t ... t    49 45 41 1   

  A (t t ) (t t ) (t t ) ... (t t )        1 49 5 45 9 41 49 12   

  A (t t ) (t t ) (t t ) ... (t t )        1 49 1 49 1 49 1 492   

  A (t t ) A A      1 492 13 2 13 50 325   

  
Sاگر : 17مثال  ,...,S , S ,S10 3 2 و  1هاي  و قدر نسبت …و  3و  2و  1هاي اول  لههاي حسابي به جم جمله از دنباله nمجموع  1

Sو .... باشند حاصل   5و  3 S S ... S   1 2 3   به دست آوريد.را  10

  

  n(n )
S ... n

     1
11 2 3 2   

  n( n )nS ... [ (n ) ]
        2

3 12 5 8 4 1 32 2   

  n( n )nS ... [ (n ) ]
       


3

5 13 8 13 6 1 52 2   
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  n( n )nS ... [ (n ) ]
        10

19 110 20 39 20 1 192 2   

  n(n ) n( n ) n( n ) n( n )
S S S ... S ...

           1 2 3 10
1 3 1 5 1 19 1

2 2 2 2   

  n [(n ) ( n ) ( n ) ... ( n )]        1 3 1 5 1 19 12   

  ( )n n[n( ... ) ] [n ]
        101 191 3 5 19 10 102 2 2   

  n ( n ) n( n )   100 10 5 10 12   

  
آيد  اي كه در آن هر جملة آن (به جز جملة اول) با ضرب كردن جملة قبلي در يك عدد ثابت به دست مي دنباله :دنبالة هندسي

دهيم. جملة عمومي دنبالـه بـه    نشان مي rنامند كه آن را با  ميدنباله شود، عدد ثابت را قدرنسبت  دنبالة هندسي ناميده مي
nت صور

nt t r  1
  باشد. مي 1

  است؟ 1536در دنبالة هندسي زير جملة دوازدهم را حساب كنيد و معين كنيد جملة چندم دنباله برابر : 18مثال 

  , , , , ...3 6 12 24   

  
  r t t r       11 11

12 1
6 2 3 2 3 2048 61443   

  n n
nt t r       1 1

11536 1536 3 2 1536   

  n n n n        1 1 92 512 2 2 1 9 10    

  

  است. جملة دوازدهم را به دست آوريد.  729و جملة دهم برابر  27ك دنبالة هندسي جملة هفتم برابر در ي: 19مثال 
    

  t t r
r r

t t r
      

9
310 1

67 1

729 27 27 327   

  t t r t t        6 6
7 1 1 1 6

27 127 27 3 27 273
   

  t t r   11 11 8
12 1

1 3 327   

  
tدر يك دنبالة هندسي : 20مثال  t12 tو  98 5   است دنباله را مشخص كنيد. 128

  

  t t t r t r r r r r        11 8 11 8 3
12 9 1 18 8 8 8 2   
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  t t r t t       4 4
5 1 1 1128 128 2 128 8   

  , , , ,...8 16 32 64   

  

اسـت، دنبالـه را    6هاي دوم و سوم برابر  و مجموع جمله 21هاي اول و چهارم برابر  مجموع جملهدر يك دنبالة هندسي : 21مثال 
  مشخص كنيد.

  

  
t t t t r t ( r )

t r( r)t t t r t r

               

3 3
1 4 1 1 1

2 12 3 1 1

21 21 1 21
1 66 6

   

  ( r)( r r ) r r
r( r) r

        


2 21 1 7 1 7
1 2 2   

  r r r r r r              2 2 5 25 4 2 22 2 2 7 2 5 2 0 4   

  r     5 9 5 3
4 4   

  r r            5 3 2 1 5 3 8 24 4 2 4 4   

rاگر   12 گاه: باشد، آن  

  t t t t r t t t t            3
1 4 1 1 1 1 1 1

1 721 21 21 21 248 8    

  , , , ,... 24 12 6 3   

rاگر   2 گاه: باشد، آن  

  t t ( ) t t         3
1 1 1 12 21 7 21 3   

  , , , ,... 3 6 12 24   

  

  است آن سه عدد كدامند؟ 35ها برابر  و مجموع آن 1000دهند برابر  ضرب سه عدد كه تشكيل دنبالة هندسي مي حاصل: 22مثال 

  

  
x x xr x x
r
      31000 1000 10

   

  
x x xr r r
r r r
          10 1035 10 10 35 10 25 0

   

  r r r r r r          2 2 210 10 25 0 10 25 10 0 2 5 2 0   

  
r        5 25 4 2 2 5 9 5 3

4 4 4   
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r r    5 3 5 3 124 4 2   

rاگر  2 اند از: د عبارتدگاه سه ع باشد آن  

  
, , , ,10 1010 2 5 10 202   

rاگر   ,  گاه: باشد، آن 12 , , ,10 11010 2010 51 2
2

   

  

mنبالة هندسي اگر ثابت كنيد در يك د: 23مثال  n p q   گاه  آنm n p qt t t t  .  

  

  
m n m n p q

m nt t t r t r t r t r         1 1 2 2 2 2
1 1 1 1   

  
p q p q

p qt r r (t r )(t r ) t t      2 1 1 1 1
1 1 1   

  

tدر يك دنبالة هندسي : 24مثال  t 5 7   را حساب كنيد. t6است  144

  
  t t t t t t          2

6 6 5 7 6 66 6 5 7 144 12   

  

  هاي يك دنبالة هندسي ضرب جمله حاصل
  n np t t t ... t    1 2 3   

  n n n np t t t ... t     1 2 1   

  n n n n np (t t ) (t t ) (t t ) ... (t t )         2
1 2 1 3 2 1   

  n n n n np (t t ) (t t ) (t t ) ... (t t )        2
1 1 1 1   

  n n
n n n np (t t ) | p | (t t )    2

1 1   

  هاي يك دنبالة هندسي مجموع جمله
  n nS t t t ... t    1 2 3   

  n n

n n

rS t r t r t r ... t r

S t t t ... t

    
     

1 2 3

1 2 3
   



  
  

  17  جبر و معادلهـ  اولفصل  
 

  

n
n

n
n

n
n n

n n n n

rS t r t r t r ... t r

S t t r t r ... t r

t (r )
rS S t r t (r )S t (r ) S

r



     


    


        



2 3
1 1 1 1

2 1
1 1 1 1

1
1 1 1

11 1 1

   

  توان نوشت: اين رابطه را به صورت زير نيز مي
n

n
t ( r )

S
r





11
1   

,  جموع جملات دنبالة مقابل را حساب كنيد.م: 25مثال  , , ... ,3 6 12 768   

  
  r  6 23   

  n n n n
nt t r             1 1 1 1 8

1768 768 3 2 768 2 256 2 2   

  n n   1 8 9   

  
n

n
t (r ) ( )

S ( )
r

       
 

9
1 1 3 2 1 3 512 1 3 511 15331 2 1   

  
  جملة اول دنبالة زير را حساب كنيد. شجموع شم: 26مثال 

  , , , , ...1 1 1 18 4 2   

  

  r   
1

84 21 4
8

   

  
n

n

( )t (r )
S S

r

 
    

 

6
1

6

1 12 1 631 638 8
1 2 1 1 8   

  

tة هندسي در يك دنبال: 27مثال  t 9 1 Sو  48 8   است. قدر نسبت دنباله چقدر است؟ 24

  

  t (r ) t r t
S

r r

 
    

 

8 8
1 1 1

8
124 24 241 1   

  t t
r r r

r r


         

 
9 1 4824 24 24 24 48 24 72 31 1   
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tيك دنبالة هندسي  در: 28مثال  2 tو  3 7   هفت جملة اول دنباله چقدر است؟ است مجموع 729

  

  t t r
r r

t t r
      

6
57 1

2 1
729 243 243 33   

  t ( )
t S

r
       



7 72
1 7

1 1 33 3 11 10933 1 3 2   

  

  باشد. قدر نسبت دنباله چقدر است؟ برابر مجموع چهار جملة اول مي 17در يك دنبالة هندسي مجموع هشت جملة اول : 29مثال 

  t ( r ) t ( r )
S S

r r

 
   

 

8 4
1 1

8 4
1 117 171 1   

  r ( r ) ( r )( r ) ( r ) r r r               8 4 4 4 4 4 41 171 1 1 171 1 17 16 2   

  

xحاصل عبارت : 30مثال  x ... x   2 xرا به ازاي  121    حساب كنيد. 2

  
  xr x n  131   

  ( x ) ( )xx x ... x
x x

       
  

13 13132 12 11 2 111 1 1 2 1
   

  ( ) ( )( )

( )( )

        
    

12 62 2 1 64 2 1 2 12 2 1 64 2 1
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

   

       128 64 2 2 1 127 63 2   

  

  زير را حساب كنيد.لة اول دنبالة مجموع هشت جم: 31مثال 

  , , , ...9 99 999   

  
  ... ( ) ( ) ( ) ... ( )           89 99 999 10 1 100 1 1000 1 10 1   

  ( )
( ... ) ( ... )

  تـــــا

           


88

8

1010 110 100 1000 10 1 1 1 1 810 1   

    111111110 8 111111102   
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  حاصل عبارت زير را حساب كنيد.: 32مثال 

  ...   2 101 3 3 3   

  باشد. مي 11ت آن و تعداد جملا 3قدر نسبت دنباله  

  
( )

S
  


11 11
11

1 3 1 3 1
3 1 2   

  

nnنشان دهيد در يك دنبالة هندسي : 33مثال 

n

S
r

S
 2 1 .  

  

  

n

n nn
nn

n n n
n

t ( r )
S ( r )( r )rr r
S t ( r ) r r

r


     

  


2
1 22

1

1
1 111 1

1 1 1
1

   

  

  حاصل جمع زير را به دست آوريد.: 34مثال 

  S ... n    2 2 2 21 2 3   

a)اتحاد   ) a a a    3 3 21 3 3   را در نظر بگيريد: 1

  a        3 3 21 2 1 3 1 3 1 1   

  a        3 3 22 3 2 3 2 3 2 1   

  a        3 3 23 4 3 3 3 3 3 1   
  …………………  

  …………………  

...( n ) ( ... n) ( ... )

a n (n ) n n n

...... (n ) ( n )               

        

           
nتـــــا  

3 3 2

3 3 3 3 3 3 3 3 2 2 2 23 1 2 3 3 1 2 3 1 1 1 1

1 3 3 1

2 3 4 1 1 2 3   

  
n(n )

(n ) S n
     3 11 1 3 3 2   

  
n(n )

S (n ) (n )
    3 3 13 1 12   

  
(n ) n(n ) (n ) (n )( n n n )

S
          

3 22 1 3 1 2 1 1 2 4 2 3 23 2 2   
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(n )( n n) n(n )( n )

S
    

21 2 1 2 13 2 2   

  
n(n )( n )

S
  1 2 1
6   

)هايي كه در صفحة شطرنج  تعداد مربع   )8   توان شمرد برابر است با: مي 8

  ( ) ( )...             2 2 2 2 8 8 1 2 8 1 8 9 171 2 3 8 2046 6   

  

a)به همين ترتيب با استفاده از اتحاد    ) a a a a     4 4 3 21 4 6 4   توان ثابت كرد: مي 1

  n(n )
... n [ ]


    3 3 3 3 211 2 3 2   

  
  حاصل عبارت زير را به دست آوريد.: 35مثال 

  S ...       101 10 75 500 11 5   
  گردد كه: ملاحظه مي Sبا دقت در جملات موجود در  

  S ...          0 1 2 3 101 5 2 5 3 5 4 5 11 5   
  از آنجا خواهيم داشت:

  S ...          1 2 3 4 115 1 5 2 5 3 5 4 5 11 5   
  و همچنين:

  ...S            0 1 2 3 101 5 2 5 3 5 4 5 11 5   
  با جمع دو رابطة اخير:

  ...S ( )             0 1 2 3 10 114 1 5 1 5 1 5 1 5 1 5 11 5   
  ...S ( )        10 114 1 5 25 125 5 11 5   

  ( )
S

   


11 111 5 14 11 55 1   

  S       
11 11 11111 5 1 5 44 54 11 54 4   

  S S     
11 111 43 5 43 5 14 4 16   

  

  تصاعد هندسي نزولي نامتناهيهاي  مجموع جمله
  تصاعد هندسي زير را در نظر بگيريد:

  , , , , ,...1 1 1 11 2 4 8 16   

tدر اين تصاعد  1 qو  1    است. بنابراين: 12
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