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به نام خدا م سلا  ، م ه ا ید د نا ب  ست خو و د
آیا می دانید  آیا می دانید برای تهیۀ هر تن کاغذ 17 اصله درخت سبز قطع می شود؟ 

برای تولید یک عنوان کتاب 200 صفحه ای در قطع رحلی و در شمارگان 2000 نسخه 

یک تن کاغذ مصرف می شود؟

 www.mygaj.com  وب سایت لذا شایسته است پس از مطالعۀ کتاب حاضر آن را در

قرار دهید تا از تولید مجدد آن جلوگیری و در مصرف کاغذ صرفه جویی شود. 

باشد که شما دوست خوب نادیده ام با این حرکت به ظاهر کوچک، گامی بلند 

در حفظ منابع طبیعی کرۀ زمین برداشته باشید.
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حاضرم تمام دستاوردم ازتکنولوژی را از دست بدهم تا بتوانم یک بعد از ظهر با سقراط صحبت کنم !!!    استیو پاول جابز

من به کارهای بسیاری که انجام نداده ام هم افتخار می کنم، راز موفقیت اپَل هم 

همین است، ما وقت خود را در کارهای که نباید انجام دهیم، تلف نکردیم!!!
ن ا�ب و �ب �ی

اس�ت

گاه   وقتی اسم کتاب جمع بندی به میان می آید،  آدم ناخودآ
ً

معمولا  

ناخوانا[ می افتد که  به یاد کتاب های کوچک و جیبی با فونت ریز ]و بعضاً 

بتواند در جیب جا شود ، شاید روزگاری در دهه های پیشین این گونه بود 

اما واقعیت کنکور این روزها نشان می دهد که کنکور بزرگ تر از آن است که 

بتواند در جیب جا شود!!! تست های کنکور دیگر مانند دهه های پیشین 

آسان نیست! و با روش های نخ نما شدۀ  بعضی مؤسسات فریب کار حل 

نمی شود! صدالبته واقعیت بزرگ تر که شاید از چشم ناشران پنهان مانده 

نروژ،   مانند  دنیا  پیشرفتۀ  و  مدرن  کشورهای  در  تحقیقات  که  است  آن 

که روش سنتی »آموزش برای حل مسئله« فنلاند و ... نشان داده است 

که حوصلۀ خواندن یک متن نیم صفحه ای را نیز ندارد!  کارایی لازم را ندارد،  نسل پسا استیو جابز  دیگر روی نسل امروزی جواب نمی دهد و 

کرده اند. این روش از  از این رو محققان عرصۀ آموزش در دنیا چند سالی است این روش را با روش »یادگیری از طریق حل مسئله« جایگزین 

 شب امتحان از آن استفاده 
ً

که تمام دانش آموزان و دانشجویان سراسر دنیا در روزهای منتهی به امتحان و مخصوصا قضا همان روشی است 

کنده خوانده اند،  در ذهن خود  که طی ترم به طور پرا می کنند، یعنی چندین نمونه سوال ]یا به قول قدیمی ها پلی کپی[ حل می کنند تا مطالبی را 

کتاب  کارهای بسیاری را در این  کتاب ها رفتار دانش آموزان را مبنا قرار دادیم و  کنند و بر آن تسلط یابند. ما در این مجموعه  تثبیت و جمع بندی 

که انجام ندادیم و وقت خود را در آن تَلف نکردیم افتخار می کنیم، چون اطمینان داریم راز  کارهای بسیاری  انجام دادیم، امّا در عین حال به 

کارهای انجام نشده   است!!! کتاب همان  موفقیّت این 
]مدیر واحد نوآوری و استراتژی تألیف[

Milan.Kundera Neil.Gaiman Dr.Viktor Frankl



Milan.Kundera Neil.Gaiman Dr.Viktor Frankl

 » ما در رقابت با هیچ کس جز خودمان نیستیم، 

             هدف ما مغلوب نمودن آخرین کاری است که انجام داده ایم!!! «  
س �ت ل گ�ی �ی                                              �ب

ها�ن   سراسر �ب �ب معلما�ن   طا�ب   مه ای �ن دکتر ویکتور فرانکل در �ن

را  گازی  اتاق های  من  سد:  �ی
و�ن می �ن �ن گ ا�ی ن 

ر�ی �ت م  ا �ت ی  ا �ب

من  می شدند،  طراحی  مهندسین  بهترین  توسط  که  دیدم 
را  بی گناه  و  را دیدم که کودکانی معصوم  ماهری  پزشکان 
من پرستارانی کاربلد را دیدم  می کردند،  مسموم  راحتی  به 
و  می رساندند  قتل  به  آمپول  تزریق یک  با  را  انسان ها  که 
شما  از  کرد.  مشکوک  آموزش  به  مرا  دلایل  این  مجموع 
تقاضا می کنم که تلاش کنید قبل از تربیت دانش آموزانتان 
انسان  یک  آن ها  از  مهندس  یک  یا  دکتر   یک  عنوان  به 
بسازید تا روزی تبدیل به جانوران روانی دانشمند نشوند !!! 

به دانش آموزان خود بیاموزید بهترین ثروت آن ها انسانیت است.

ه کرده ام: ه�ی
د را �ت ی ده�ن

د �ن ه در مدرسه �ب ما �ی �ن �چ هرس�ت ارن اآ
م�ن �ن

آن ها به ما یاد نمی دهند که چگونه کسی را دوست بداریم.

آن ها به ما یاد نمی دهند که چگونه در شهرت به درستی زندگی کنیم.

آن ها به ما یاد نمی دهند که چگونه در گمنامی، از زندگی لذت ببریم.

آن ها به ما یاد نمی دهند که چگونه از کسی که دوستش نداریم 

جدا شویم.

آن ها به ما یاد نمی دهند که به کسی که در حال مرگ است چه بگوئیم.

آن ها به ما هیچ چیزی را که ارزش یاد گرفتن داشته باشد، یاد نمی دهند.

هیچ وسیله ای برای تشخیص تصمیم درست وجود ندارد، زیرا هیچ 
مقایسه ای امکان پذیر نیست.

در زندگی با همه چیز برای نخستین بار برخورد می کنیم، 
ما اگر  مانند هنرپیشه ای که بدون تمرین وارد صحنه شود ا
اولین تمرین زندگی،  خود زندگی باشد ، پس برای زندگی چه 

ارزشی می توان قائل شد؟

اه�ت دارد اما ��ت طرح  �ب
ه �ب �یک طرح سش سش گی هم�ی �ن این است که رن

، زیرا طرح همیشه زمینه سازی برای  س�ت �ی
هۀ درس�ت �ن م م کل ه

ده کردن یک تصویر است، ما آ

 اما طرحی که زندگی ماست طرح هیچ چیز نیست! طرحی بدون تصویر است 
 !!!

گر تفاوت بسیاری در بافت تست های انتخاب شده در این کتاب،  نوع طبقه بندی آن ها و نحوۀ نگارش پاسخنامۀ تشریحی تست ها به چشم    ا

است. کتاب  این  تألیف  روز  هر  در  خودشان  با  کتاب  مؤلفان  می خورد دلیل آن        رقابت تنگاتنگ 

می شود،  نتیجۀ رقابت نفس گیر و طاقت فرسای مدیر فنی و صفحه آرایی ارشد  احساس  کتاب  این  در  متفاوتی  داخلی  طراحی  و  گر صفحه آرایی   ا

مرجان جلال و تیم تحت رهبری او با خودشان و شکست قطعی خودشان در کارهای قبلی است! کتاب  این 

گرافیست ارشد این مجموعه  کتاب ها احساس می شود نتیجه رقابت شانه به شانۀ  کتاب نسبت به سایر  گرافیک این  گر تفاوتی در طراحی و   ا

خانم مینا بابا احمدی فرد با خودش و تلاش برای شکست پی درپی خودش در طراحی است!

کتاب ها حس می کنید نتیجۀ رقابت و مبارزۀ  دائمی من و مدیران ارشد گاج با خودمان برای  گر تمام این تفاوت ها را در این مجموعه   و در نهایت ا

کری ص�ف �ش �ف : علی م�ف ل�ی أ مد�ی �ت شکست دادن هر روزۀ خودمان است!    
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حاصل11 باشد،  بزرگ تر  واحد   5 دوم  ستون  و  سوم  سطر  درایۀ  از  سوم  ستون  و  اول  سطر  درایۀ  گر  ا  A
x

y
x

== −−
−−













1 2 5
3 1 4
7 8 9 2

ماتریس در 

کدام است؟ a j
j

3
1

4

==
∑∑

35 )4  34 )3  37 )2  36  )1

i داشته 21 j== aij و برای  == 5 i داشته باشیم  j<< aij، برای  == 7 i داشته باشیم  j>> وض باشد، به طوری که برای  A مفر aij== ××[ ]2 2 گر ماتریس  ا

کدام است؟  A در این صورت ماتریس ،a i jij == ++2 باشیم 

2 5
7 4







)4  2 7
5 6







)3  2 5
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)2  6 7
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aکدام است؟31 b++ Aقطری باشد، a a
b b== −− −−
++ −−







1 2
3 2 گر ماتریس ا

5 )4  3 )3  1 )2  -1 )1

)خارج - 98(41 یک ماتریس قطری است؟ 
x

y

−−







 ××
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کدام مقدار x و  y ماتریس به ازای 

x y= = −1 5,  )4  x y= =−2 5,  )3  x y= = −2 7,  )2  x y= = −1 7,  )1

کدام است؟51 x y z++ ++ مساوی باشند، مقدار B x y== ++





1
2 3 و A x y

z== −−
−−







5
2 2 گر دو ماتریس ا

11 )4  10 )3  8 )2  9 )1

کدام است؟61  2A B I−− ++ حاصل b i jij == ++2 2 ,B bij==   ××2 2
, A == 





2 3
4 1 گر  ا

1 0
2 7−







)4  0 0
2 6−







)3  1 1
4 6−







)2  3 1
3 5−
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71 BA 7 باشد، درایۀ سطر سوم و ستون اول از   AB برابر  Bو درایۀ سطر دوم و ستون اول از ماتریس 
x

==








−− 







3
4
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5

Aو 
x

x==
++






−− 




1
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0

1
1

گر  ا

کدام است؟
13 )4  7 )3  9 )2  11 )1

کدام است؟81  BA شمارۀ ستون باشد، مجموع درایه های سطر اول ماتریس j شمارۀ سطر و i وB i j== ++ ××[ ]4 2 Aو  i j== −− ××[ ]2 3 گر ا

5 )4  -5 )3  6 )2  -6 )1
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Peter Scholze

P.
Sc
ho
lz
e

Fi
e
ld
s:
2
0
1
8

Home Insert Draw View Help +

       دوازدهم                    درس اولسکانس 1  صفحۀ 10 تا 21 کتاب درسیماتریس و اعمال روی ماتریس ها 

ماتریس و کاربردها
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گزینه نادرست است؟91 کدام  A چهار ماتریس مربعی و هم مرتبه و I ماتریس همانی هم مرتبه با آن ها باشد،  B C D, , , گر ا

AC C A I C+ = +( ) )2  ABC ADC A B D C+ = +( ) )1

BC B B C I− = −2 2( ) )4  BA AC A B C+ = +( ) )3

کدام است؟101 ( ) ( )AB B CA C++ ++2 حاصل  A==










1
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1
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==BCو










2
0

0
2

و  2 2×× Aماتریس های  B C, , گر ا

14
10
10
14







 )4  75
5
7







 )3  57
7
5







 )2  1014
14
10







 )1

Aکدام است؟111 B2 2++ Aباشد، حاصل  B i j−− == −− ××[ ]2
2 2 ABو BA++ == ++ ××[i j]2 2 گر i شمارۀ سطر و j شمارۀ ستون و  ا

−





1
9
1
5 )4   −





1
8
1
4 )3   19

1
5




− 


)2  19
1
5







 )1

mکدام است؟121 x++ Bبرابر باشند،
m

x
==

++









1
3

3
Aو i mj== ++[ ] گر دو ماتریس  ا

2 )4  5 )3  4 )2  3 )1

کدام است؟131  a b++ کنند، حاصل AB صدق  BA== Bدر شرایط b== 





7 6
3 Aو a== 





3
5 2 گر دو ماتریس ا

16 )4  14 )3  12 )2  10 )1

)داخل - 98(141 کدام است؟   ،x عدد غیرصفر[ ]x x
x
x2 1

3 1 1
4 0 2
1 2 0

2
1

0−−
−−

−−
−−
























== از رابطۀ ماتریسی 

3
5  )4  49  )3  38  )2  29  )1

کدام است؟151  A10 مجموع درایه های A == 





1 2
0 1 گر ا

28 )4  22 )3  20 )2  24 )1

کدام است؟161 A98 ==Aحاصل 










0
2

3
03

2
log

log
گر ا

-I )4  -A )3  I )2  A )1

کدام است؟171  A A7 4−− Aماتریس == 





−−
−−

2 1
3 2 گر  ا

1 2
2 3− −







 )4  −
−







1 1
3 3  )3  1 1

3 3
−
−







 )2  1 02 1






 )1

aکدام است؟181 b−− Aحاصل
a
c

b
d

10==








 aو داشته باشیم

i j
i jij==
==
≠≠





2
1
;
;

Aو  aij== ××[ ]2 2 گر  ا

1 )4  2 )3  -1 )2  -2 )1

Aکدام است؟ 191 B4 4++ باشد، مجموع درایه های B==
















−−

−−

2
0
0

0

1
0

0
0
1

و  A ==
















1
0
1

1
0
1

1
0
1

گر ا

 67 )4  66 )3  65 )2  64 )1
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کدام صورت است؟1661 )}به  , ) : , }x y x y== −− ≤≤ ≤≤1 1 3 نمودار رابطۀ

2( یک	پاره	خط	افقی	به	طول	2   4 2× 1( مستطیلی	به	ابعاد

4( یک	پاره	خط	قائم	به	طول	4 3( دو	خط	موازی	به	فاصلۀ	2 

کدام صورت است؟1671 به  −− ≤≤ ≤≤1 2x و y x== 2 نمودار رابطۀ

x

y

 )4  x

y

 )3  x

y

 )2  x

y

 )1

به  کدام صورت است؟1681 x y2 2≤≤ << نمودار رابطۀ

 )4   )3   )2   )1

کدام صورت باید باشد؟1691 گرفته باشد، حدود m به  Aدر ناحیۀ دوم دستگاه مختصات قرار  m m( , , )−− 1 2 گر نقطۀ ا

1 2< <m )4  0 1< <m )3  m >1 )2  m <0  )1

کدام است؟1701  xy روی صفحۀ AB باشد، اندازۀ تصویر پاره خطB( , , )4 2 4−− )A و  , , )1 2 3 گر  ا

5 )4  2 )3  3 )2  4 )1

موازی است؟1711 yz و xz کدام خط با هر دو صفحۀ

z = 2 )4  y
z

=
={ 1
5 )3  x

z

=
={ 3
4 )2  x

y

=
={ 2
1 )1

)Aکدام است؟1721 , , )3 4 2 Dو نقطۀ 
x
z

:
==
==





1
2

معادلۀ صفحۀ شامل خط 

y=4 )4  x=3 )3  z=2  )2  x=1 )1

کدام صفحه عمود است؟1731 Dبر 
x y
x y

:
++ ==
−− ==





3
1

خط 

x=2  )4  z=3  )3  y=−1  )2  x=1  )1

Pکدام است ؟1741 y2 5: == Pو x1 4: == )Aوعمود بر هر دو صفحۀ   , , )1 2 3 گذرا از صفحۀ 

z=5 )4  z=3 )3  x=1 )2  y=2  )1
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گر نقطه ای به 1751 D شامل یکی از یال های آن است، ا
x
y

:
==
==





3
2

سه وجه یک مکعب مستطیل بر صفحات مختصات واقع است و  خط به معادلۀ

کدام است؟ 2واقع بر این خط یکی از رأس های مکعب مستطیل باشد، حجم آن  ارتفاع

48 )4  24 )3  6 )2  12 )1

است، حجم این 1761
x
z
==
==





2
4

و معادلۀ یکی از یال های آن z == 4 و y == 5 در یک مکعب مستطیل یکی از رأس ها مبدأ مختصات و معادلۀ دو وجه آن

کدام است؟ مکعب مستطیل 

160 )4  80 )3  40 )2  20 )1

1771 xz صفحۀ  به  نسبت  آن  قرینۀ  از   oz محور  به  نسبت   A نقطۀ  قرینۀ  فاصلۀ  ABباشد، 
→→

== −−( , , )1 2 1 بردار انتهای   B( , , )0 4 1 نقطۀ گر  ا

است؟ کدام 

2 )4  4 )3  2 2 )2  2 )1

کدام است؟1781 | |OM
→→

AM، مقدار AB
→→ →→

== 2
3 وض هستند و Aمفر B O( , , ) , ( , , ) , ( , , )5 4 1 1 2 4 0 0 0−− −− نقاط

14 )4  13 )3  11 )2  10 )1

mکدام است؟1791 k×× موازی باشند، آن گاه مقدار b k== −−( , , )1 2 1 aو m== ( , , )2 1 گر دو بردار ا

−12 )4  2 )3  -2 )2  12 )1

کدام است؟1801  DC BF BG DG
→→ →→ →→ →→

++ −− ++ در مکعب مستطیل شکل روبه رو، حاصل

 AH
→

)2   BH
→

)1D

E

FG
H

C
B

A

 GE
→

)4   BG
→

)3

کدام است؟1811 در شش ضلعی منتظم شکل مقابل، حاصل جمع همۀ بردارهای مشخص شده  

 2d )2   2a )1
a

b

c

d

e

f  −2b )4   2c )3

کدام است؟1821  b a و aدو بردار باشند، اندازه ی قطر بزرگ متوازی الاضلاع ساخته شده بر روی دو بردار b== == −− −−( , , ) , ( , , )1 2 2 3 1 1 گر ا

 2 6 )4    22 )3    3 2 )2   2 5 )1

حاصل1831 باشد،  مثلث  میانه های  برخورد  محل   G نقطه ی گر  ا هستند.   ABCمثلث رأس  سه   A B C( , , ) , ( , , ) , ( , , )1 1 2 3 1 0 1 4 7−− نقاط  

GA کدام است؟ GB GC
→→ →→ →→

++ ++

 O  )4   i j+ )3   3 2i j k− − )2   i j k+ +2 5 )1

ود خرچنگی هواپیما 1841 وی باد باشند، بردار مسیر فر وی محرکۀ هواپیما و نیر b به  ترتیب معرف نیر == −−( , , )2 3 1 a و  == −−( , , )1 2 2 گر بردارهای  ا

کدام است؟

( , , )3 5 3− )4  ( , , )4 2 0 )3  ( , , )1 1 1 )2  ( , , )3 5 1− )1

کدام است؟1851  m بر هم عمود باشند، مقدار مثبت a b−− a و  b++ b و دو بردار  == 41 a و  m== −−( , , )2 1 که  گر a و b دو بردار باشند  ا

3 )4  4 )3  5 )2  6 )1

کدام است؟1861  m ،باشد b m== ( , , )5 5 aو == ( , , )7 4 1 a نیمساز زاویۀ دو بردار b++ گر بردار ا

±1)4  ±2 )3  ± 3 )2  ±4 )1

)داخل - 92(1871 کدام است؟  b== −−( , , )6 3 2 ==aو  −−( , , )2 1 2 بردار نیمساز دو بردار 

( , , )− −1 4 2 )4  ( , , )1 4 2−  )3   ( , , )1 4 2 )2  ( , , )−1 3 2  )1
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کدام عدد می تواند باشد؟2522 گر محیط یک مثلث برابر با 72 باشد و اندازۀ اضلاع مثلث برابر نباشند آنگاه اندازۀ بزرگ ترین ضلع مثلث  ا

36 )2   40 )1

24 )4   30 )3

کدام عدد می تواند اندازۀ ساق این مثلث باشد؟2532 محیط مثلث متساوی الساقینی برابر 24 است. 

6 )2   5 )1

13 )4   7 )3

aکدام عدد ممکن است باشد؟2542 b c++ ++ MAباشد، آنگاه حاصل MB MC++ ++ == گر در شکل مقابل12 ا

16 )1

24 )2

8 )3

12 )4

وض است. عمودمنصف پاره خط AB را رسم می کنیم تا آن را در نقطۀ M قطع کند. سپس به مرکز M و شعاع 4 کمانی 2552 پاره خط AB به طول 6 مفر
کند. چهارضلعی ACBD چگونه است؟ می زنیم تا عمودمنصف AB را در C و D قطع 

2( مربع	به	مساحت	12 1( لوزی	با	محیط	20  

4( مستطیل	به	قطرهای	6	و	8 3( متوازی	الاضلاع	به	محیط	24 

وض است؛ عمود منصف پاره خط AB را رسم می کنیم. سپس به مرکز A و به شعاع 5 کمانی می زنیم تا عمود منصف را 2562 پاره خط ABبه طول 8 مفر

کدام است؟  ACBD کند. چهار ضلعی در C و D قطع 

2( لوزی	به	محیط	20 1( مستطیل	به	قطر	8	و	ضلع	5 

4( مستطیل	به	مساحت	48 3( لوزی	با	محیط	10  

2572 D و C دایره ای به شعاع 5 رسم می کنیم. یکی از قطرهای دایره آن را در AB وسط پاره خط M وض است؛ از نقطۀ پاره خط ABبه طول 10 مفر

:ACBD قطع می کند. چهار ضلعی

2( مستطیل	به	ضلع	10 1( متوازی	الاضلاع	به	قطرهای	5	و	10 

4( مربع	به	ضلع	5 3( مستطیل	به	قطر	10  

بع تا 2582 بع را قطع می کند. فاصلۀ نزدیک ترین رأس مر در مربعی به ضلع 2 واحد، دایره ای به مرکز یک رأس آن و به شعاع 2/5 واحد، دو ضلع مر

)داخل - 95( کدام است؟   نقطۀ تقاطع 
1
2 )2   1

4 )1

3
2 )4   2

2

)3

در یک متوازی الاضلاع، یک ضلع 7 و یک قطر  19 است. برای این که در رسم متوازی الاضلاع با خط کش و پرگار جواب منحصر به فردی حاصل 2592

کدام می تواند باشد؟ شود، اندازۀ ضلع دیگر متوازی الاضلاع 

11 )2   10 )1

23 )4   27 )3

کدام عدد می تواند باشد؟2602 کوچک آن 7 است. قاعدۀ بزرگ  اندازۀ دو ساق یک ذوزنقه 4 و 10 و قاعدۀ 

22 )2   12 )1

10 )4   19 )3



N
   
T
E

9
0

45

45

9
0

45

45

ها
رد

ارب
و ک

به 
شا

س، ت
تال

یۀ 
ض

| ق
  

م 
ده

 2 
صل

ف
9
0

45

45

41

در
ن 

لای
 آن

ید
خر

E
M

E
T
R

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

کدام است؟3122  MN در شکل زیر اندازۀ
2 )1

4 )2

8 )3

  6 )4

3132 MN قطع کند. اندازۀ N و M به قاعده  های 3 و 6 از محل تلاقی قطر ها پاره خطی موازی قاعده رسم می کنیم تا ساق ها را در ABCD در ذوزنقۀ
کدام است؟

 4 5/ )2   4 )1

5 5/ )4   5 )3

کدام است؟3142 بع  بع ممکن را قرار می دهیم. اندازۀ ضلع این مر درون یک مثلث متساوی الاضلاع به ضلع یک، بزرگ ترین مر

 2 3 1− )2   3 1− )1

2 3 3− )4   2 3 2− )3

)داخل - 89(3152 DEآنگاه مساحت ADE چند درصد مساحت DEC است؟  BC باشد و AD
AB

== 3
7 گر در شکل زیر ا

  70 )1

75 )2

  78 )3

 84 )4

)خارج - 89(3162 کسری از مساحت مثلث ABC است؟  باشد، مساحت متوازی الاضلاع رنگ شده چه  AM
AB

== 3
10

گر در شکل مقابل ا

  0/21 )1

0/42 )2

  0/56 )3

 0/63 )4

)خارج - 90(3172 MA است. مساحت مثلث سایه زده شده، چند درصد از مساحت متوازی الاضلاع است؟ 
MB

== 2
3 مطابق شکل،

  20 )1

24 )2

  25 )3

 30 )4

)داخل - 94(3182 کدام است؟   AD
AE

، پاره خط ND موازی میانۀ AM است. نسبت ( )AB AC== 2
3  ABC در مثلث

  4
9  )1

5
9  )2

  2
3  )3

 45  )4
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d
s:
2
0
0
2

A
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sh

در دو مثلث متشابه .............. .3192

2( زوایای	نظیر	در	دو	مثلث	برابرند	 1( اضلاع	نظیر	در	دو	مثلث	برابرند	

4( نیمساز	های	نظیر	در	دو	مثلث	برابرند 3( ارتفاع		های	نظیر	در	دو	مثلث	برابرند	
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Aنشان دهیم، در ماتریس B مجمو ع درایه های قطر فرعی کدام است؟6016 B==












2 3 3
3
6

a  را به صورت
i j

i j i j
i j

A aij ij==
>>

++ ==
<<







== ××

1

3
3 3

;
;
;

, [ ] گر ماتریس ا

 4 )2   2 )1

6 )4   5 )3

aکدام است؟6026 b++ Bیک ماتریس قطری باشد،
b
a

==





−− 




3 1
4

Aو ماتریس
x
y

==
++
++











2
1

0
5

گر مجموع ماتریس اسکالر ا

 −1)2   1)1

4( صفر   2 )3

کدام است؟6036 C2 Cباشد، جمع درایه های سطر اول ماتریس
B
A

==








 به صورت C و ماتریس B==















1 2 6
1
2 1 3

و A ==





1
6

1
3 1 گر ا

 81)2   270 )1

243 )4   27 )3

Aکدام است؟6046 BA A CA−− −−++1 1 باشد، بزرگ ترین درایۀ ماتریس A==
−−


 −−






3
1

4
1

Bو C++ ==










1
3

2
1

گر ا

 35 )2   46 )1

41)4   25 )3

aکدام است؟6056 b++ حاصل A A−− ==1 Aداشته باشیم
a
b

==










2
3

گر در ماتریس ا

 7 )2   −7 )1

28 )4   −28 )3

ماتریسABوارون پذیر است؟6066 a Bباشد، آنگاه به ازای چند مقدار a==





−− 




1

0

2
3
1

A و 
a

==
−−










1 0
2 3 1

گر ا

2( دو	مقدار	 	 1( یک	مقدار	

4( بیشمار	مقدار 	 3( هیچ	مقدار	

کدام است؟6076 a Bرسید، مقدار C== ACبتوان به تساوی AB== Aبوده و از تساوی
a

a
==

−−


 ++






1
1

3
1

گر ا

 a = ± 1 )2   a = ± 2 )1

a ≠ ± 1 )4   a ≠ ± 2 )3
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کدام است؟6086 A باشد، سطر اول
1

1
1

1
1

0

0

1

2

2tan
tan

tan
tan tan

tanx
x

A
x

x x
x






−− 


 ×× ××

−−








 == ++




++




 گر  ا

 [ ]1 0 )2   [ ]0 1 )1

[tan ]
2 1x )4   [ tan ]1 2

x )3

کدام است؟6096 n باشد، ( )A I mA nI−− == ++−−2 1 ماتریس همانی و I و A == 





7
4
4
5 گر ا

 17 )2   −17 )1

−10)4   10)3

6106. .................
4
2

3
1

1
2






−− 











 ==











a x
y

دارای جواب غیرصفر باشد، دستگاه
1
2

3
1

0
0




 ++













 ==








a

x
y

گردستگاه ا

2( بیشمار	جواب	دارد. 1( یک	جواب	منحصر	به	فرد	دارد.	

4(	نامشخص 3( جواب	ندارد.	 

)داخل - 90(6116 کدام است؟  log ( ) log ( )6 2 5
2

1 5
1

−−

−−

++ باشد، حاصل log2== k گر ا

 4k )2   2 4+ k )1

2k )4   1+k )3

Bباشد، دترمینان ماتریس حاصل از حذف سطر اول 6126 A A
A A

==










−−

−−

1

1 ماتریس ضرایب مجهولات بوده و A گر ا
2 3
3 2 5
x y
x y
++ ==
++ ==





در دستگاه

کدام است؟ B و ستون چهارم ماتریس
 −48 )2 	 1( صفر	

−42 )4   48 )3

کدام است؟6136 | |A I−− حاصل | |A I++ == 3و داشته باشیم64 یک ماتریس اسکالر مرتبۀ A گر ا

 8 )2   2 )1

9 )4   1  )3

کدام است؟6146 A A93 94++ دترمینان ماتریس A ==
−−

















1 1 1
1 0 0
3 0 1

گر ا

 3 )2   −3 )1

−4 )4   4 )3

کدام است؟6156 | |A A−− ++1 باشد، حاصل A2 3
1

2
1

==








 و | |A ==2 گر ا

 3 )2   6 )1

1
3 )4   2 )3

Fi
el
d
s:
1
9
7
3

C
.V
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کدام است؟6166  x ،یک ماتریس قطری غیر اسکالر باشدA
x x

x
==

++ −−

−−













1 1

1 2

2

2
گر ماتریس ا

 1 )2   ±1  )1

4( صفر   -1 )3

صفحۀ 10 تا 31 کتاب درسیآزمون  جامع )2(          دوازدهم                فصل اولسکانس 30
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کدام است؟6176
1 0 1

3
1

2
0
3 1 1A

A
−−











 −−













aباشد، سطر دوم ماتریس
i j
i j
i j

ij ==
<<
==
>>








0
1
2

;
;
;

Aو ij== ××[a ]2 2 گر ا

 [ ]11 4 3− )2   [ ]5 2 1− )1

[ ]10 5 2− )4   [ ]5 3 1− )3

Aکدام است؟6186 B A B
2
3

1
7

1
3

1
6−−






−− 


 ++

−−


 −−




 ==ABحاصل

−−









1
0

0
3

که 2باشند  2×× Bدو ماتریس مربعی A, گر ا

−
 −




1
0
0
1 )4  10

0
1


 −




)3  −





1
0
0
3 )2  10

0
1







)1

کدام است؟6196 A11 حاصل A3 1
6

0
1

==
−−








 و A2 1

4
0
1

==
−−








 گر ا

1
22
0
1−







)4  122
0
1







)3  1
11
0
1−







)2  111
0
1







)1

کدام است؟6206 B10،باشدB I I A== −− −−( )10 باشد و A A2== گر ا

 O )2   A )1

B I− )4   I )3

کدام است؟6216 A باشد، دترمینان ماتریس ( )A I++ ==














−−1
1
3
0

0

1
4

یک ماتریس قطری باشد و A گر ا

  6 )2   5 )1

−6 )4   12 )3

]وجود دارد؟6226 , ]0 2ππ چند جواب در بازۀ x Aوارون پذیر نباشند، برای B++ و ماتریس B ==
−−









2
2

1 0
0 1

Aو
x
x

x
x

==










cos
sin

sin
cos

گر ا

 2 )2   1)1

4( هیچ   4 )3

ααکدام است؟6236 ββ++ Aنوشت، A I2++ ++αα ββ Aرا بتوان به صورت A I( )−− −−1 ماتریس همانی و ماتریس I Aو I3 2== گر ا

 1)2   2 )1

3 )4   −1)3

Aکدام است؟6246 A B B−− −− −− −− −−++1 1 1 1 1( ) Aباشد، حاصل B I++ == ماتریس هایی وارون پذیر باشند و B و A گر ا

 −I )2   I )1

AB )4   A B
− −1 1

)3

صدق 6256 تساوی  کدام  در  مجهولات  ضرایب  ماتریس  معکوس  دهیم،  Aنشان 
x
y








 ==











3
1

به صورت را 
2 3
3 2 1
x y
x y
++ ==
++ ==





معادلات دستگاه  گر  ا

می کند؟

 A A I− = +1 4 )2   A A I− = − −1 4 )1

A A I− = −1 4 )4   A I A− = −1 4 )3

Aکدام است؟6266 I−− aباشد، دترمینان ماتریس sin ( )ij i j==
++

180 Aو ij== ××[a ]2 2 گر ا

 −74 )2   3
4 )1

− 34 )4   7
4 )3



9
0

45

45

81

N
   
T
E

در
ن 

لای
 آن

ید
خر

  
ع 

جام
ی 

ها
ون 

آزم

9
0

45

45

9
0

45

45

E
M

E
T
R

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

6606

50
x

F

کدام است؟  x یک شعاع نورانی مطابق شکل به موازات محور سهمی بر سهمی تابیده، زاویۀ
   60 )1

80 )2

   50 )3

 70 )4

Fi
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d
s:
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C
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بوط به نمودار مقابل باشد؟6616 کدام رابطه می تواند مر

 − ≤ ≤ −x y x2 23 )2   x y x≤ ≤ −2 23 )1
x

y

 3 2 2− ≤ ≤ −x y x )4   3 2 2− ≤ ≤x y x )3

)Bکدام است؟6626 , , )1 1 3−− )Aو , , )1 2 3 گذرا از دو نقطۀ معادلۀ خط 

y
y

= −
={ 1
2

)4  
x

z

=
={ 1
3

)3  z = 3 )2  x =1 )1

کدام است؟6636 Pاست، حجم این مکعب مستطیل 
z
x
y

2

2
0 4
0 2

:






==−−
≤≤ ≤≤
≤≤ ≤≤

Pو
z
x
y

1

3
0 4
0 2

:






==
≤≤ ≤≤
≤≤ ≤≤

معادلۀ دو وجه مقابل یک مکعب مستطیل به صورت

20 )4  36 )3  40 )2  24 )1

کدام است؟6646  m n++ ADباشد، mAB nAC
→→ →→ →→

== ++ گر است، ا BD DC
→→ →→

==2 در مثلث ABC مطابق شکل 

 2 )2   1 )1

-1 )4 	 3( صفر	

A

B CD

کدام ساعت، حاصل ضرب داخلی دو عقربه بزرگتر است؟6656 گر عقربه های ساعت شمار و دقیقه شمار را به عنوان دو بردار در نظر بگیریم، در  ا

4( 2	عصر	 3( 9	شب	 2( یازده	و	نیم	صبح	 1(  5	عصر	

کدام است ؟6666 aبرابر  b c d. .++ می باشد. حاصل 1 1 2 2, , , aبه ترتیب b c d, , , در شکل مقابل، اندازۀ بردارهای

4 )2   6 )1
a

b c

d  2 )4   3 )3

aکدام است؟6676 b c.( )2 −− a حاصل b c o++ ++ == که سه بردار واحد باشند به طوری  c b a, , گر ا

 − 32 )2   1
2 )1

3
2 )4   − 12 )3

کدام است؟6686 ( )
a a a1 2 3 2

3
++ ++

کثر عبارت باشد، حدا a a a1
2

2
2

3
2 12++ ++ == گر ا

16 )4  1  )3  43 )2  4 )1

BHکدام است؟6696 AHارتفاع مثلث باشد، طول پاره خط Cسه رأس مثلثABCباشند و B A( , , ) , ( , , ) , ( , , )3 2 2 2 1 2 1 1 1 گر نقاط ا
3
2 )4  2

2

)3  3 )2  2 )1

کدام بردار موازی است؟6706 uبا  u v×× ××( ) uباشد، بردار v v b u a×× == == −− == −−(c , , ) , ( , , ) , ( , , )2 10 2 2 1 2 گر ا

3i j+ )4     3i j− )3    i j−3 )2   i j+3 )1

        دوازدهم                فصل سومسکانس 33 صفحۀ 62 تا 84 کتاب درسیآزمون  جامع )5(
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کدام است؟6716  b و a باشد، اندازۀ تفاضل دو بردار | ( ) | , | | , | |a a b b a×× −− == == ==16 5 4 گر °°90است. ا بزرگتر از b و a زاویۀ بین دو بردار

3 )4  65 )3  71 )2  9 )1

6726a b−− و a باشد، مساحت متوازی الاضلاع بنا شده بر دو بردار 35 کسینوس زاویۀ بین آن ها و  | |b == 10 ،a == ( , , )4 2 4 دو بردار، b و a گر ا

کدام است؟
56 )4  48 )3  24 )2  36 )1

3تولید می شود، 6736 2a b++ aو b−−2 که بر روی دو بردار به طول های 3و 4واحد با یک دیگر زاویۀ°°30می سازند. مساحت مثلثی  b و a دو بردار

)داخل - 84( کدام است؟ 

48 )4  42 )3  36 )2  24 )1

aساخته 6746 b a b a b×× ++ −−, , بردار سه  روی  بر  که  متوازی السطوحی  حجم  وض اند.  bمفر == −−( , , )1 2 2 aو == −−( , , )1 1 1 تصاویر با  بردار  دو 

می شود، کدام است؟

16 )4  2 )3  8 )2  4 )1

کدام است؟6756 ( ).[( ) ( )]a i b i c i×× ×× ×× ×× ساده شدۀ عبارت

4( صفر  a b c× ×( ) )3  b a c.( )× )2  a b c.( )× )1

Fi
el
d
s:
1
9
7
3

C
.V
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ni

کدام صفحه موازی است؟6766 Dبا 
x
y

:
==
==





3
4

خط

x

y

=
={ 1
2 )4  z = 4 )3  y

z

=
={ 2
3 )2  x = 2 )1

)Aکدام است؟6776 , , )3 4 2 Dو نقطۀ 
x
z

:
==
==





1
2

معادلۀ صفحۀ شامل خط 

y=4 )4  x=3 )3  z=2  )2  x=1 )1

گر نقطه ای به 6786 D شامل یکی از یال های آن است، ا
x
y

:
==
==





3
2

سه وجه یک مکعب مستطیل بر صفحات مختصات واقع است و  خط به معادلۀ

کدام است؟ 2واقع بر این خط یکی از رأس های مکعب مستطیل باشد، حجم آن  ارتفاع

48 )4  24 )3  6 )2  12 )1

وی 6796 باشد، خلبان نیر  == −− ++i j4 ود به صورت گر مسیر خط فر wبه هواپیما وارد می کند، ا i j== ++3 2 ویی به صورت ودگاه باد نیر در یک فر

ود ایمن انجام دهد؟ کند تا یک فر کدام بردار تنظیم  محرکۀ هواپیما را باید در راستای 

− +4 2i j )4  2 6i j+ )3  4 2i j− )2  2 6i j− )1

کدام است؟6806  AC BD
→→ →→
. در مستطیل ABCD مطابق شکل اندازۀ اضلاع برابر 3 و 4 است. حاصل

- 9 )2   - 7  )1
A D

CB

 7 )4   9 )3

aکدام است؟6816 b a c b c. . .++ −− 5مطابق شکل باشند، حاصل 3 4, , سه بردار با طول های c b a, , گر ا

−7 )2   −23 )1a b

c
 23 )4   7 )3

صفحۀ 62 تا 84 کتاب درسیآزمون  جامع )6(         دوازدهم                فصل سومسکانس 34
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aمی باشد؟6826 b a c. .== کدام یک از شکل های زیر نامساوی و غیرصفر هستند. در  c b a, , سه بردار

 
a

b c

 )4  

ab

c  )3  
a

b c

 )2  
a

b c

 )1

کدام نمی تواند باشد؟6836  a a. ′′ تصویر بردار a در امتداد بردار b باشد، حاصل  ′′a گر ا

3 )4  -2 )3  4 )2  2 )1

کدام است؟6846 ′′a و a bباشد، زاویۀ بین بردارهای i j== ++ aدر امتداد بردار j k==−− ++ تصویر بردار ′′a گر ا

180 )4 3( صفر	  120 )2  60 )1

bکدام است؟6856 a a c×× ++ ×× aحاصل b a c. .== bو داشته باشیم c m−− == −−( , , )2 1 a و m== −−( , , )1 2 گر ا

 ( , , )3 2 6− )2    ( , , )3 6 6 )1

( , , )3 6 2 )4    ( , , )− − −3 6 6 )3

 صفر نمی باشد؟6866
ً
الزاما Y و X در مجموع دو بردار غیرصفر a کدام حالت حاصل ضرب برداری بردار غیرصفر در 

Y و X موازی	صفحۀ	شامل a 2( بردار   Y قرینۀ	بردار X 1( بردار

X Y+ 	موازی	بردار a 4( بردار 3( سه	بردار	دو	به	دو	موازی	هم	

a برقرار باشد، 6876 b c d, , , a بین چهار بردار c b d×× == ×× a و همچنین b c d×× == ×× bباشد، رابطه های c n a d m++ == −− ++ ==( , , ) , ( , , )1 2 6 4 گر  ا

mکدام است؟ n++ حاصل 
-2 )4  2 )3  -1 )2  1 )1

کدام است؟6886 ABCDباشند، مساحت ذوزنقه  Dرئوس ذوزنقۀ C B A( , , ) , ( , , ) , ( , , ) , ( , , )3 2 6 1 0 2 3 1 3 1 2 1−− −− گر نقاط ا

6 )4  18 )3  4 5/ )2  9 )1

بع هستند، حجم این متوازی السطوح کدام است؟ 6896 قطرهای وجوه یک متوازی السطوح  قائم با قاعده مر c i k b j k a i j== ++ == ++ == ++, , بردارهای

  1)1

 2 )2

   3 )3

x

z

y

a

b

c

 2 )4

 صفر نیست؟6906
ً
Yالزاما X a, , کدام حالت ضرب مختلط سه بردار در 

باشد. Y و X موازی	تفاضل a 2( بردار باشد.	 Y و X برابر	با	مجموع	دو	بردار a 1( بردار

4( مجموع	سه	بردار	صفر	باشد. باشد.	 Y و X 	عمود	بر a 3( بردار

Fi
el
d
s:
1
9
7
3

C
.V
ill
a
ni

که اختلاف فاصلۀ آن ها از 6916 وض است. چند نقطه روی قطرهای مستطیل وجود دارد  AD مفر == 6 AB و == ABCD به اضلاع8 مستطیل 
AB و CD برابر 4 واحد باشد؟ 

2 )2 	 1( هیچ	

A B

CD

O 				 4( بیشمار   4 )3

همۀ صفحات کتاب درسیآزمون  جامع )7(      دهم+ یازدهم           همۀ فصولسکانس 35
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8236E

A B

5

4

3x-4

x

D C

در شکل زیر مساحت ذوزنقۀ ABCD چند برابر مساحت مثلث EAB است؟  

 169  )2    94  )1

 3625  )4    2516  )3

8246
A B

D C G

E F

کدام است؟   EF EG×× در شکل زیر چهارضلعی ABCD متوازی الاضلاع است. مقدار 
 ED2  )2    EA2  )1

 FB FC×  )4    EB ED×  )3

کدام است؟8256  EF به ترتیب ۵ و 9 واحد است. اندازه پاره خط DC و AB و اندازۀ پاره خط های AB EF DC|| || در شکل زیر، 

A

E

B

F

D C

  457  )1

 456  )2

 3 5  )3
7 )4

8266
A

DB C6

87

3

کدام است؟   AD در شکل زیر، اندازه پاره خط

 37  )1
6 )2

 2 7  )3

 2 10  )4
که مرکزهای آن ها با یکدیگر ۵ واحد فاصله دارند، متقاطعند. مساحت مکان هندسی نقاط مشترک این دو 8276 کره به شعاع های 3 و 4 واحد  دو 

کدام است؟ کره 

 4 41/ π  )2    3 24/ π  )1

 5 76/ π  )4    4 8/ π  )3

بر دایره ای محیط شده است. فاصله دورترین نقاط دایره تا یک رأس قاعدۀ بزرگ 8286 92 و 8  یک ذوزنقۀ متساوی الساقین با طول قاعده های 

کدام است؟  ذوزنقه 
 3 4 2+  )2   9 )1

7/5 )4   8 )3

8296

D C

BA M

N

کدام است؟  در شکل زیر، چهارضلعی ABCD متوازی الاضلاع است. تعداد مثلث های متساوی الساقین 
1 )1

2 )2

3 )3

4 )4

در شکل زیر، دو دایره در نقطه D مماس داخل و شعاع یکی با قطر دیگری، برابر است. وتر AB از دایرۀ بزرگ تر، بر دایرۀ داخل در نقطۀ M، مماس 8306

D

C
B

A

M

کدام است؟    MCMB است. نسبت 

 2  )1

 32  )2

3  )3
2 )4

وض اند، کمترین اندازه خط شکسته AMNA کدام است؟8316 N در صفحه مختصات مفر a M a B A( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )++5 0 0 15 9 1 3 چهار نقطه
19 )2   18 )1

21 )4   20 )3
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8326

x 

75
60

1204

کدام است؟   ، ( )x++ 2 در شکل زیر، مقدار

 2 7  )2    3 3  )1

 3 5  )4    4 2  )3

کدام است؟8336 بع باشد، محیط آن  گر مساحت مستطیل 192 واحد مر برابر عرض آن است. ا 1 5/ کمتر از  طول یک مستطیل 2 واحد 

56 )2   52 )1

64 )4   60 )3

کدام 8346 با  وتری  xها،  محور  روی  بر  دایره  این  می کند.  جدا   ،2 21 طول به  وتری   ،5 12 15x y++ == راست خط  روی  بر   ( , )1 3 مرکز به  دایره ای 

اندازه جدا می کند؟

 6 )2    2 6 )1

8 )4    2 15 )3

کدام است؟8356 کوچک ترین شعاع دایره   ، y == 0 3 و 4 0x y−− == )A و مماس بر خطوط , )3 2 گذرا از نقطۀ از میان دایره های 

  32 2   1 )1

 139 )4    43 )3

از نقطۀ F، دایره 8366 AA′′ وض است. خط عمود بر قطر کانون F نزدیک به نقطۀ A، مفر ′′BB و  == 4 6 ′′AA و == 14 یک بیضی به قطرهای

کدام است؟  ،AM ′′AA را در نقطۀ M، قطع می کند. اندازۀ پاره خط به قطر

  2 7 )2   7 )1

 2 3 )4    2 6 )3

کدام اند؟8376  ،b است. مقدارهای y == 1 x و محور تقارن آن == 13
4 ، معادلۀ خط هادی، y ay bx2 9 0++ ++ −− == در سهمی به معادلۀ

5 7, )2   5 8, )1

3 7, )4   4 8, )3

کدام است؟8386  ، A4 A باشد، درایه های سطر اول ماتریس ==
−−
−−
−−













3 3 4
2 3 4
0 1 1

گر ا

  [ ]1 0 0 )2    [ ]0 1 0 )1

 [ ]1 0 1 )4    [ ]0 0 1 )3

کدام است؟8396  ،X باشد. ماتریس AX A== −−1 A و ماتریس X، جواب معادلۀ ==














3
4

1
2

2 1
کنید فرض 

 
16 7

25 14

−
−







)4   
16 7

28 21

−
−







)3   
32 14

56 25

−
−







)2   −
−







32 14
48 25 )1

کدام است؟8406  ،
1 2 3
2 4 5
1 6 1

0−− ++
−− −−

==x
x

جواب های معادلۀ

 −3 8, )4   −4 9, )3  3 8,− )2  4 9,− )1
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M
4 درایۀ سطر اول و ستون سوم همان x و درایۀ سطر سوم و ستون دوم  1 

مجموع درایه های  a
j

j
3

1

4

=
∑ حال منظور از  x = + =8 5 13 عدد 8 است، بنابراین

aسطر سوم است: a a a a
j

j
3

1

4

31 32 33 34 7 8 9 11 35
=
∑ = + + + = + + + =

باشد  i j< گر  ا و  اصلی  قطر  زیر  باشد  i j> وقتی a
ij

درایۀ می دانیم   2 2 

روی قطر اصلی است: i j= بالای قطر اصلی و به ازای

A = +
+







= 





1 1 5
7 2 2

2 5
7 6

2

2

ج از  A یک ماتریس قطری باشد، باید تمام درایه های خار برای این که  1 3 

قطر اصلی آن صفر باشند، یعنی:

b b

a a
a b+ = ⇒ = −

− = ⇒ ={ ⇒ + = −3 0 3
2 0 2 1

می دانیم در ماتریس قطری، درایه های بیرون قطر اصلی باید صفر باشد،   2 4 

بنابراین: 

x

y
y

x

2
1
3
4
1

2
1

2
0
1 7

2 4


− 








− 





= +



− + 


− + = ⇒
+ = ⇒{ =

=−
2 4 0
7 0

2
7

x

y

x

y

3 باید درایه های دو ماتریس نظیربه نظیر با هم برابر باشند، یعنی: 5 
 x y

x y

z

x y

z

− =
+ = ⇒

− = ⇒
{ = =

=







1
5

2 3

3 2

5

,
x y z+ + =10

1 ابتدا ماتریس B را با درایه ها مشخص می کنیم: 6 

B = + +
+ +







= 





1 1 1 2
2 1 2 2

2 5
5 8

2 2 2 2

2 2 2 2  
در نتیجه داریم:

2 3 1
3 5

4 6
8 2

2 5
5 8

1 0
0 1A B I− + −







= 





−





+





=

BAباشد آنگاه: D AB C= =, کنیم گر فرض  1 ا 7 

1 C x

xB
21 1 0 1

3
4 7=












= +













=[ ] [ ]A

3 3 0 7 1x x x+ + + = ⇒ =

2 d B

A
31 1 5 12 1 10 11=













= 





= + =[ ] [ ]

کنیم: 1 کافیست سطر اول ماتریس B را در ماتریس A ضرب  8 

2 3 0
1
1
0
2
1

3 2 7














− −
−




= 


− − 


6−=جمع درایه های سطر اول 

3تک تک گزینه ها را بررسیمی کنیم: 9 

کتور می گیریم: 1 ابتدا ماتریس A را از سمت چپ فا

A A ABC DC BC DC+ = +( )

کتور می گیریم: حال ماتریس C را از سمت راست از ماتریس های درون پرانتز فا

A AB D B DC C C( ) ( )+ = +
قرار داد )چون I عضو بی اثر ضرب  I C× 2 می توان به جای ماتریس Cماتریس

گرفت: کتور  است( و از ماتریس Cاز سمت راست فا

A A I A IC C C C C× + = × + × = + ×( )

گر دقت کنید متوجه می شوید در ماتریس BA ماتریس A در سمت راست و  3 ا

در ماتریس AC ماتریس A در سمت چپ واقع شده است، بنابراین نمی توان 

گرفت. کتور  از ماتریس A فا

دقت کنید نمی توان ماتریس BA را به صورت AB نوشت، چون همان طور 

که گفتیم ضرب ماتریس ها در حالت کلی دارای خاصیت جابه جایی نیست.

را قرار دهیم، آن گاه داریم: 2BI2 ماتریسB گر به جای ماتریس 4 ا

B B B B B B BC C I C I C I− = − = − = × −2 2 2 2( ) ( )

4 در پرانتز اول از ماتریس B را از سمت راست و در پرانتز دوم از C از سمت  10 

BCاست ، خواهیم داشت: I=2 که کتور می گیریم و با توجه به این  چپ فا

( )( ) ( ) ( )

(A I)( I)(A I) (A I)(A I)

A A A I A IB B BC C C+ + = + +

= + + = + +

=

2 2

2 2 2 2

2(( ) ( )
1
1
1
1
2
0
0
2

1
1
1
1
1
0
0
1 2 31

1
3







+











+





= 











= 





=





2
1
1
2

2 75
5
7

14
10
10
14

تساوی  دوم  طرف  در  حال  ( ) ( )( )A B A B A B− = − −2 می دانیم  4 11 

پرانتز ها را طبق قانون پخشی در هم ضرب می کنیم:

(A B) ( )− = − − + ⇒ = ++ − +2 2 2 2 2 2A AB BA B A B A B AB BA

1 AB BA+ =





2
3
3
4

2 A B A B− −= 


− 


⇒ = 


− 





− 


= −


− 


0
3
1
2

0
3

1
2
0
3
1
2

3
6
2
1

2( )

کنیم: 2 را با هم جمع  1 و  کافیست  حال 

A B2 2 3
6
2
1

2
3
3
4

1
9
1
5+ −





= + =−


− 








3  ابتدا ماتریس A را با درایه ها مشخص می کنیم، سپس درایه های نظیر  12 
در دو ماتریس را برابر قرار می دهیم:

m x+ =5

1 1
2 3

1 2 3
2 2

+ +
+







= 





+
+

m m

m

m

m x
 

1 2 3 1

2 2 4

+ = ⇒ =

+ = ⇒ =







m m

m x x

سطر دوم
ستون

اول

ستون
سطر سوماول
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برای این که ضرب این دو ماتریس تعویض پذیر باشد، باید  نسبت تفاضل   3 13 

اعداد قطر اصلی آن ها برابر  با نسبت اعداد قطر فرعی باشد، یعنی داشته باشیم:

a b+ =14
�

��� ��
a

b

−
− = =2
7 3

3
6
5

2 4 4 2 8 4

3 30 10

a a a

b b

− = ⇒ = ⇒ =

× = ⇒ =







ج یکی از کسرها صفر شود،  در ساختن این نسبت ها گاهی ممکن است مخر
در این صورت برای این که تناسب برقرار گردد باید صورت نیز صفر شود و آن کسر 

درآید. 0

0

به صورت

  1 14 

[ ] [ ]x x

x

x x x x

x

2 1 2
1
0

3
4
1

11 1
1
0
2

2
1
2
0

3 2−










 −













= ⇒
−

− −− −− xx

xx x x x xx x

−

−













=

⇒ + = ⇒ − = ⇒− − − =

1

1

0

0 9 2 011 1 2 2 3 0 29
2( ) ( ( ) ( )) ,

را تشکیل دهیم: A2 3 ابتدا باید ماتریس  15 

A2 1 2
0 1

1 2
0 1

1 4
0 1= 











= 





را هم می سازیم: A3کمی مشکل است پس چون تشخیص نظم موجود 

A3 1 2
0 1

1 4
0 1

1 6
0 1= 











= 





که: حال با توجه به نظم موجود درمی یابیم 

A
n

An = ⇒ = 











1 2
0 1

1 20
0 1

10 جمع درایه ها  = 22

   2 16 
A I2

3
2

2
3

3
2

2
30

0
0

0
1
0
0
1=











= 





=
log

log

log

log

A I I98 49= = حال طرفین تساوی را به توان 49می رسانیم: 

را تشکیل می دهیم: A2 2 ابتدا ماتریس 17 

A I2 2 1
3 2

2 1
3 2

1 0
0 1= −

−






−
−







= 





= A متناوب  

A A7 4 2 1
3 2

1 0
0 1

1 1
3 3− = −

−






−





= −
−







1 A Ik2 =                2 A Ak2 1+ = Aباشد، آنگاه:                   I2= گر  ا

ابتدا ماتریس A را تشکیل داده و سپس توان دوم آن را می سازیم: 4 18 

A A= 





⇒ = 











= 





2
1
1
2

2
1
1
2
2
1
1
2

5
4
4
5

2

که می بینید به الگوی خاصی دست پیدا نکردیم، بنابراین مجبوریم  همان طور 

A3 را نیز تشکیل دهیم:

A3 5
4
4
5
2
1
1
2

14
13
13
14= 











= 





a b− اما خواستۀ مسئله  نکردیم  پیدا  الگوی خاصی دست  به  باز هم  ظاهراً 

که در تمام توان های A حاصل آن برابر 1 است. است 

3 ماتریس B ماتریس قطری است و کافی است فقط درایه های قطر اصلی  19 

را به توان برسانیم یعنی:

B4

4

4

4

2
0
0

0
1
0

0
0
1

16
0
0

0
1
0

0
0
1

=
−




 −








=












( )

( )

را تشکیل می دهیم: A2 و اما در ماتریس A ابتدا

A2
1
0
1

1
0
1

1
0
1

1
0
1

1
0
1

1
0
1

2
0
2

2
0
2

2
0
2
2=













⋅












=











= AA

را نیز بر حسب A پیدا کنیم: A4 می توانیم  A2 حال با توجه به رابطۀ بین A و 

A A A A A4 2 22 4 4 2 8
8
0
8

8
0
8

8
0
8

= = = = =












( ) ( )

Aبه صورت زیر است: B4 4+ بنابراین ماتریس

A B4 4
24
0
8

8
1
8

8
0
9

+ =












66 = مجموع درایه ها  

را تشکیل می دهیم: A3 A2 و در صورت لزوم  3 ابتدا ماتریس  20 

A2
0
0
0

2
0
0

3
2
0

0
0
0

2
0
0

3
2
0

0
0
0

0
0
0

4
0
0

=
























=












                   

  A O3
0
0
0

2
0
0

3
2
0

0
0
0

0
0
0

4
0
0

0
0
0

0
0
0

0
0
0

=
























=












=

Aخواهد بود و خواهیم داشت: A A O4 5 10= = = =... بنابراین

A A+ + + =












+












=






2 10
0
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0
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2
0

0
0
0

0
0
0

4
0
0

0
0
0

2
0... A

00

7
2
0







2خواهد بود. 2 7 11+ + = بنابراین مجموع درایه ها برابر با

 I A و  ابتدا عبارت داده شده را ساده می کنیم. می دانیم برای ماتریس   1 21 

تمام اتحادها برقرار است ]چون ضرب آن ها دارای خاصیت جابه جایی است[:

( )( )( ) ( )( )A I A I A A I A I A A I A I− + + + − + + = −=� �� �� � ���� ����
4 2 2 2 4 2 6

را تشکیل می دهیم: A2 کنیم؛ بنابراین ابتدا را پیدا  A6 حال باید ماتریس

A2 0 2
2 0

0 2
2 0

4 0
0 4= 











= 





قطری است   A2

A A A I6 2 3
3

3
64 0

0 4
64 0
0 64

1 0
0 1

63 0
0 63= = 





⇒ − = 





−





= 
( )





2

12

1

مزدوج چاق و لاغر
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1 چون سهمی محور xها را در دو نقطه به طول های 1 و 5 قطع کرده است،  161 

)Bروی سهمی قرار دارند و محور تقارن  , )5 0 )Aو , )1 0 بنابراین نقاط

است. حال کانون  x = + =5 1
2 3 سهمی برابر

نظر  در  خط  این  روی  پارامتری  به صورت  را 

سراغ  به  سپس  و  F( , )3 α یعنی می گیریم 

تعریف سهمی می رویم:

   AF AH= ⇒ − + − = ⇒ + = ⇒ =( ) ( )1 3 0 2 4 4 02 2 2α α α

قرار   M و   F نقاط  وسط  رأس  حال  است.   F( , )3 0 کانون مختصات  بنابراین 

دارد، بنابراین:

S
F M= + = + − = − ⇒2

3 0 3 2
2 3 1( , ) ( , )

( , ) عرض رأس = −1

که  p به دست می آید  D

h
=

2

16 1 می دانیم فاصلۀ کانونی دیش ها از رابطۀ 162 

D قطر دهانۀ دیش و h عمق دیش است، بنابراین:
p = × = =8
16 2

64
32 2

2
 

3 دو خط داده شده موازی اند و یک سهمی قائم را قطع کرده اند، پس با  163 

)M، مکان هندسی وسط وترها  , )−2 1 توجه به طول نقطۀ

x است و بنابراین طول نقطۀ وسطِ دو نقطۀ  = −2 خط

باشد که تنها گزینۀ  ( )−2 برخورد خط جدید با سهمی باید

3 است. گزینۀ  موجود با این شرایط، 

گر یک شعاع نورانی به موازات  ا می دانیم   4 164 
کانون   از  بازتابش  شعاع  بتابد  آن  بر  سهمی  محور 

y را با  = −1 سهمی می گذرد. بنابراین ابتدا خط 

سهمی قطع می دهیم تا نقطۀ A به دست آید:

   
y x x A= − ⇒ + − + = ⇒ = ⇒ −1 1 6 4 9 0 4 4 1( , )

حال باید کانون سهمی را پیدا کنیم، بنابراین معادلۀ سهمی را استاندارد می کنیم:

y y x y x y x2 2 26 4 9 0 3 4 9 9 3 4 0− − + = ⇒ − = − + ⇒ − = −( ) ( ) ( )

S

p
F F

( , )
( , ) ( , )

0 3 0 31 1 1 3={ ⇒ ⇒+

گذرا از A و F را می نویسیم: و در آخر معادلۀ خط 

m
y

xAF
= ∆

∆ = − −
− = −
3 1
1 4

4
3

( )

( )

y x y x x y− = − − ⇒ − = − + ⇒ + =3 4
3 1 3 9 4 4 4 3 13( )

 A 1 ابتدا مختصات کانون سهمی را پیدا می کنیم، سپس موقعیت نقطۀ 165 

کانون به دست می آوریم. سهمی داده شده یک سهمی  را نسبت به مختصات 

کانونی  p است. بنابراین مختصات  کانونی1= )S و فاصلۀ  , )0 0 افقی به رأس

پس  دارد،  قرار  سهمی  کانون  از  بالاتر   A( , )1 1 نقطۀ و  است   F( , )1 0 سهمی

پرتوهای بازتابش باید نور پایین یعنی موازی و رو به پایین باشد.

کانون قرار دارد، پرتوهای  لامپ پایین 
بازتابش موازی و رو به بالا خواهد بود. 

پرتوهای  دارد،  قرار  کانون  بالای  لامپ 
بازتابش موازی و رو به پایین خواهد بود. 

نور پاییننور بالا

لامپ از سهمی دور شده است، شعاع های 
بازتابش همگرا در نقطۀ B هستند.

لامپ به سهمی نزدیک تر است، شعاع های 
گرا هستند. بازتابش وا

VV o
 − ≤ ≤1 3y و x =1 رابطۀ نمودار   4 166 

مطابق شکل یک پاره خط قائم به طول 4 است.

گزینۀ که  ]در نظر بگیریم  , ]−1 2 را در بازۀ y x= 2 1 باید نمودار سهمی 167 

1 شکل درست این نمودار را نشان می دهد.

و y x≥ 2 نمودار کردن  مشخص  برای  1 168 

را  y = 2 و y x= 2 نمودارهای ابتدا   ، y < 2

رسم می کنیم و با نقطه یابی منطقۀ جواب را پیدا 

)Aدر هر دو نامعادله  , )0 1 می کنیم. چون نقطۀ

صدق می کند، منطقۀ رنگ شده جواب است.

است، بنابراین: z y x> > <0 0 0, , 3در ناحیۀ دوم دستگاه 169 

m
m

− <
>{ 1 0
0 0 1< <m

 y x و  4 دستگه سه بعدی علامت   , 3  , 2  , 1 در واقع در ناحیه های
 6  , 5 است و ناحیه های  z همان علامت x و y در فضای دو بعدی است و0<

است. z 8 همان علامت ها برای x و y حفظ می شود و0>  , 7  ,
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4 نقاط A و B را روی صفحۀ xy تصویر می کنیم )کافی است به جای z ، صفر  170 

قرار دهیم(:
′

′ −







A

B

( , , )

( , , )

1 2 0

4 2 0
      ′ ′ = − + − − + = + =A B ( ) ( ( ))1 4 2 2 0 9 16 52 2 2

است، از طرف دیگر  خطی  oz محور yz و xz 1  فصل مشترک دو صفحۀ 171 

فصل  با  باشد،  موازی  متقاطع  صفحۀ  دو  با  که 

مشترک آن ها موازی است، بنابراین خط خواسته 

باشد، در نتیجه معادلۀ آن  oz شده باید موازی

است.
x a

y b

=
={ به صورت

O
x

z

xz z
y

y

 

صفحه  این  است.بنابراین  z=2 شده داده  نقطۀ  و  خط  مشترک  گی  ویژ  2 172 

شامل نقطۀ A و خط D است.

xy است ،  است که عمود بر صفحۀ 
x a

y b

=
={ ساده شدۀ  این خط به صورت  3 173 

نیز عمود است. z=3 بنابراین بر تمام صفحات موازی آن از جمله

هستند، بنابراین صفحه ای که  yz xz, 3 این دو صفحه موازی صفحه های  174 
نتیجه  در  است.   ) oz بر  )عمود  xy صفحۀ موازی  باشد،  عمود  آن ها  دوی  هر  بر 

)A نیز عبور  , , )1 2 3 است. حال چون باید از نقطۀ z k= معادلۀ آن به صورت 

z=3 است. کند معادلۀ آن به صورت 

شکل  مسئله  اطلاعات  به  توجه  با   1 175 

برابر  آن  حجم  و  است  مقابل  صورت  به  آن 

است با:

D

3

2

:

2

O

x
3x=

y

2y=

z

A( )2,3 ,2

  V = × × =2 3 2 12                              

کنیم  را در دستگاه مختصات سه بعدی رسم  گر معادلات داده شده  ا  2 176 

به صورت زیر خواهد بود:

 

   V = × × =2 5 4 40

و  انتها  مختصات  تفاضل  ABاز 
→

مانند بردار  هر  مختصات  می دانیم  4 177 

ابتدای آن به دست می آید، بنابراین:
AB B A A

A

→
= − ⇒ − = −

⇒ = − − = −

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

1 2 1 0 4 1

0 4 1 1 2 1 1 2 2

و قرینۀ آن نسبت به صفحۀ xz را ′A حال قرینۀ نقطۀ A نسبت به محور oz را

می نامیم و داریم:  ′′A
′ + −

′′ − −

A

A

( , , )

( , , )

1 2 2

1 2 2
| |′ ′′ = + + =A A 2 0 0 22 2 2

کنیم: 1 بهتر است بردارها را باز  178 

AM AB M A B A M A B A
→ →

= ⇒ − = − ⇒ − = −2
3

2
3 3 3 2 2( )

3 2 2
3

2 4 8 5 4 1
3M B A M

B A= + ⇒ = + = − + −( , , ) ( , , )

M OM= = ⇒ = + + =( , , )
( , , ) | |

3 0 9
3 1 0 3 1 0 9 10

1 برای این که دو بردار موازی باشند، باید نسبت مؤلفه های آن ها با هم  179 

را  نسبت ها  نیاید،  پیش  برایتان  محاسباتی  اشتباه  این که  برای  اما  شود،  برابر 

2به صورت زیر تشکیل دهید: 1= = m

یعنی ابتدا یک بردار را در صورت های مناسب قرار دهید و سپس بردار دوم را 

قرار دهید:
 21

1
2 1 2 1

4
1
2− = = ⇒ × = − − =

k

m
m k ( )( )

2 همۀ بردارهای داده شده را باز می کنیم: 180 

DC BF BG DC
→ → → →

+ − + = − + − − − + −C D F DB BG G( ) ( )

= − + − = + = =
→ → → →

C D F D DC DF DE AH

می شـود دیـده  شـکل  در  کـه  همان طـور   2 181 

 c d e AB+ + =
→

می باشد و در ضمن a f b+ = −
می باشد، بنابراین:

a

b

c

d

e

f

-b d

d

A

B

a f b c d e db b c d e AB a

b

+ + + + + = − + + + + = = = −
−

→

2 2

 a b− a و b+ b بردارهای a و قطرهای متوازی الاضلاع بنا شده بر  3 182 

هستند: 

 a b a b+ = ⇒ + = + + =( , , ) | |4 1 1 16 1 1 3 2

 a b a b− = − ⇒ − = + + =( , , ) | |2 3 3 4 9 9 22

4   رابطۀ داده شده را باز می کنیم:  183 

GA GB GC A G B G C G A B C G
→ → →

+ + = − + − + − = + + −3

Gمی باشد. A B C= + +
3

حال با توجه به این که G محل برخورد میانه هاست 

= حاصلبنابراین خواهیم داشت: + + − + + =A B C
A B C

3

3

( ) O

Loading please wait
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کمک قضیۀ تالس نسبت های ایجاد شده روی اضلاع را به  2 ابتدا به  600 

مساحت  نسبت  سپس  می آوریم،  دست 

متوازی الاضلاع و مثلث را برحسب سینوس 

زاویۀ B می نویسیم:

 
S

S

k B

k BABC

= ′

′
= = =( )( )sin

( )( )sin

2 3
1
2 5 5

6
25
2

12
25 48%

FF assessment nal es

3601 

A B=
+

+
+













⇒ =





⇒
1 1 3 3
1 2 2 3
1 1 3 3

1 4
1 1

جمع درایه های قطر فر عی = + =1 4 5

ج قطر اصلی باید صفر  اسکالر است،  بنابراین درایه های خار A 1 ماتریس 602 

باشد و درایه های روی قطر اصلی باید با هم یکسان باشد:
y y

x x

+ = ⇒ = −
+ = ⇒ ={ 1 0 1
2 5 3

قطری باشد: B و A حال باید مجموع

A B
b

a a

b
+ = 


− 


⇒ =

={8 1
9

1
0   a b+ =1

 3603 

C2

1
1
2
1
6

2

1

1
3

6

3

1

1
1
2
1
6

2

1

1
3

6

3

1

=









































=
















3 6 18

C2جمع درایه های سطر اول = + + =3 6 18 27

کنیم: را حساب  A−1 کافیست   1 604 

A− = −
−
−




−
−




= 





1 1
3 4

1
1
4
3

1
1
4
3

A BA A CA A− − −+ = +1 1 1(B C)A از طرف دیگر داریم: 

= 











−
 −




1
1
4
3
1
3
2
1

3
1
4
1

= 





−
 −




= −
−







13
10
6
5

3
1
4
1

33
25
46
35

ضرب می کنیم:  A 1 طرفین تساوی داده شده رادر ماتریس 605 

A A I A
A− ×= = →1 2

قرار دهیم: I کافیست مربع ماتریس را برابر حال 

A
a

b

a

b

a b

ab b

a

b
2

22
3

2
3

2
3
2 6
2 9

1
0
0
1= 











= +
+




+
+




= 





2 6 0 3
2 9 1 4 7a a

b b
a b

+ = ⇒ = −
+ = ⇒ = −{ ⇒ + = −

 4 606 
AB

a
a

a

a

a= −












− 





= +
−




− 


1
2 3

0
1

1

0

2
3
1

1
3 2

3 2
14

2

| | ( ) ( )AB a a a a= + − − = + +14 1 3 2 5 12 102 2 2

است  a و0< ∆ همواره مثبت است، چون در عبارت به دست آمده0> | |AB

وارون پذیر است. a بنابراین این ماتریس به ازای همۀ مقادیر

وارون پذیر باشد، یعنی دترمینان آن مخالف صفر باشد: A  3607  باید ماتریس

| | ( ) ( )A a a a a= − + − ≠ ⇒ ≠ ⇒ ≠ ±1 1 3 0 4 22

A B DC= − −1 1 BACباشد، در این صورت D= گر فرض کنیم 2  ا 608 

C−1 کرده و حاصل آن را از چپ در Bرا حساب  D−1 می باشد، حال باید ابتدا

کنیم: Aضرب  B B

x x

x

D x

x

C C= =

=

+

+
+ −






− −− −1 1

2

1 12

2

1

1 1
1

1
1

( tan )

( tan )
tan tan

tan

 +



− 


1
1

1
12tan tan

tan

x x

x

A
x

x=
+

+




= 





1
1

1 0 1 0
2

2

tan

tan

A I− = 





− 





= 





2 7
4
4
5

2
0
0
2

5
4
4
3

 4 609 

(A I) (A I) ( )− − − − =2 8 22 I O

× − −−
 → − − − − =(A I)

(A I) (A I)
2 11

2 8 2I O

 ( )A I A I
m

n
− = − ⇒

={ = −
−2 10

1
10

1

a a+ − = ⇒ =1 6 0 5 باشد،  بنابراین:  12
3
1 0a + =  3610 باید

که داریم: در می آید  42
2
1

1
2













= 





x

y
در نتیجه دستگاه دوم به صورت

4
2
2
1
1
2= ≠ جواب ندارد     

2 611 
log ( ) log ( )

log ( ) log ( )
6 2 5
2

1 5
1

6 2 5 2 1 5−
−

+ = − + +

= − + + = − + +log ( ) log ( ) log ( ) log ( )6 2 5 1 5 6 2 5 6 2 52

= − + = − = =log ( ) ( ) log ( ) log k( )6 2 5 6 2 5 6 2 5 4 2 42 2

16
� �� ��

را می سازیم: B کرده و را پیدا  A−1 2 ماتریس 612 

A B− = −



− 


⇒ =

−
−

−
−

















1 2
3
1
2

2 1 2 1
3 2 3 2
2 1 2 1
3 2 3 2

به صورت زیر است: B حال ماتریس حاصل از حذف سطر اول و ستون چهارم

B B1 1

3
2
3

2
1
2

3
2
3

3 7 2 12 3 1 48=
−







−
− 





⇒ = − − − = −| | ( ) ( ) ( )

رنگی
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Aباشد، در این صورت:
k

k

k

= 0

0

0

0

0

0 کنیم فرض  2 613 

| | ( )A I

k

k

k

k k k+ =
+

+
+

= + = ⇒ + = ⇒ =
1
0
0

0
1
0

0
0
1

1 64 1 4 33

بنابراین خواهیم داشت:

| |A I− = =
2
0
0

0
2
0

0
0
2
8

 1 614 
A A=





 −







⇒ = − − − =
1
1
3

1
0
0

1
0
1

1 1 0 1| | ( )

A I A I+ =












⇒ + = − = −
2
1
3

1
1
0

1
0
0

3 1 3| | ( )

| | | ( ) | | | | |A A A I A A A I93 94 93 93

1 3

3+ = + = × + = −
−




کمی ساده می کنیم: 2 ابتدا دترمینان خواسته شده را  615 

| | | ( ) | |A || |A A A I A I A− − −+ = + = +1 1 2 1 2

Aرا تشکیل می دهیم و دترمینان آن را به دست می آوریم: I2+ حال ماتریس 

A I A I2 24
1
2
2 6+ = 





⇒ + =| |

بنابراین دترمینان خواسته شده برابر است با :

| |
| |

| |
A A

I A

A
− + = + = =1

2 6
2 3

ج قطر اصلی را صفر قرار دهیم و  به جای این که درایه های خار   3616 

ج  درگیر محاسبات شویم بهتر است عددی را انتخاب کنیم که درایه های خار

نشود،  یکسان  اصلی  قطر  درایه های  آن  ازای  به  ولی  کند  صفر  را  اصلی  قطر 

ماتریس تبدیل به  x=1 ازای  به  قابل قبول است، چون  x=−1تنها بنابراین 

یک ماتریس قطری و اسکالر می شود.

است، بنابراین: A = 





1
2
0
1 به صورت A 2 ماتریس 617 

1

2

0

1

1

1

2
0
3

1
2
1

0
1
1

1 0 3 11 4 3




 −











 −







=






−






کتور می گیریم: 2 از ماتریس A از سمت چپ و از ماتریس B از سمت راست فا 618 

A B A B A
2
3
1
7

1
3
1
6

2
3
1
7

1
3
1
6−




− 


+ −
 −




= −



− 


+ −
 −




( )BB

= 





= =A B AIB AB
1
0
0
1

به دست می آید؛ یکی  A3 و A2 کدام ترکیب از  A11 کنیم 4 باید بررسی  619 

Aاست؛ بنابراین توان سوم ماتریس A A11 3 3 2= ×( ) از ترکیب ها به صورت

ضرب می کنیم: A2 را پیدا می کنیم و در A3

( )A3 2
1
6
0
1
1
6
0
1

1
12
0
1= −





 −







= −






( )A A3 3 111
18
0
1= −







⇒ = −




 −







= −






1
18
0
1
1
4
0
1

1
22
0
1

1 620 (I )− = − + = − + = −A I AI A I A A I A2 2 2
2 2  

( )I A I A− = −10

B A A10 10= = Bدر نتیجه I I A= − − =( ) A بنابراین

Aباشد، در این صورت خواهیم داشت: a

b
= 



0

0 کنیم 2 فرض  621 

A I
a

b
A I a

b

+ = +
 +




⇒ + = +






+







−1
0

0
1

1
1
0

0
1
1

1( )

a a

b b
A

+ = ⇒ =
+ = ⇒ ={ ⇒ = × − =1 3 2
1 4 3 2 3 0 6| |

3622 
A B

x

x

x

x

A B+ =
−



 +







⇒ + =
cos

sin

sin

cos

| |

2
2

2
2

0

cos sin cos sin cos

cos

2 2 2 2

2

1
2 0 1

2 3x x x x

x

− − = ⇒ − = =� ��� ���
π

2 2 3 6x k x k= ± ⇒ = ±π π π π

[ , ]0 2π بازۀ در  116
π و 76

5
6 6

π π π, , جواب چهار  x برای بنابراین 

وجود دارد.

A I A I I A I A A I3 3 22= ⇒ − = ⇒ − + + =( ) ( ) I  4 623 

( )A I A A I− = + +−1 2

A A I A A A I A A( )− = + + = + +−1 3 2 22

A A I A A I( ) ,− = + + ⇒ = = ⇒ + =−1 2 2 1 2 3α β α β

استفاده می کنیم: ( )ABC C B A− − − −=1 1 1 1 1 از خاصیت 624 

A A B B B A− − − − − − − −+ = +1 1 1 1 1 1 1 1( ) [B(A ) ]

= + = + = =− − − − −[BA ] [ ]1 1 1 1 1A BB A B A I I  

طبق  و  است  A = 





2
3
1
2 به صورت مجهولات  ضرایب  ماتریس   3625 

کیلی - همیلتن داریم: قضیۀ 

A A I O A I A O
A2 14 4
1

− + = − + = →× −−
⇒ = −−A I A1 4
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 3657 مشتق تابع را با شیب خط داد ه شده برابر قرار می دهیم تا طول نقطۀ 

تقاطع مشخص شود، سپس این طول را در معادلۀ خط قرار می دهیم تا عرض 

نقطۀ تقاطع معلوم شود. 
 

′=
=





y x

m
D

2

2

2 2 1 1 2x x M a= ⇒ = ⇒ +( , )  

باشد، بنابراین: ( , ) ( , )b a5 1 2= + حال باید
 b
a

=
={ 1
3 a b+ =4  

باید  بنابراین  می گذرند؛  سهمی  کانون  از  همگی  بازتابش  شعاع های   4 658 

کانون سهمی را به دست آوریم: مختصات 
 S
p

( , )−
={ 1 1

1

 F( , ) ( , )− + =1 1 1 0 1  

که به موازات محور سهمی  هر شعاع نورانی  2 659 

سهمی  کانون  از  بازتابش  شعاع های  بتابد،  آن  بر 

F( / , )0 9 1− سهمی کانون  بنابراین  می گذرد، 

است:

 S
F

( / , )

( / , )

− −
−{ 1 6 1

0 9 1
p= − − = =0 9 1 6 2 5 52/ ( / ) /

کانون و رأس یکسان است، بنابراین سهمی افقی است و چون طول رأس  عرض 

کانون است، سهمی رو به راست باز می شود: کمتر از 

 ( ) ( )( / ) ( ) ( / )y x y
x+ = + + = + →=1 4 52 1 6 1 10 0 1 62 20  

 y y+ = ± ⇒ = −1 4 3 5,  

برابر  با هم  تابش و خط مماس  باز  زاویۀ  با  تابش و خط مماس  زاویۀ   2 660 

است، بنابراین:

50
x

F

50

   50 50 180 80   + + = ⇒ =x x

سهمی  بیرون  و  x y2 2 3+ = دایرۀ  درون  خورده  هاشور  قسمت   1 661 

است، بنابراین : y x2={ + ≤
≥

x y

y x

2 2

2
3

x y x≤ ≤ −2 23

از  گذرا  خط  معادلۀ  دارند، بنابراین  یکسان   z و   x شده  داده  نقطۀ   دو  هر   3662 

است.
x

z

=
={ 1
3 نقاط  A و B به صورت 

بنابراین  است،  − ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤2 3 0 2 0 4z y x, , مکعب این  در   2 663 

حجم مکعب مستطیل برابر است با:
V = × × =4 2 5 40

1 ابتدا تساوی داده شده بین دو بردار را به یک تساوی بین نقاط تبدیل  664 
می کنیم و سپس نقطۀ A را در ابتدای  همۀ  نقاط طرفین تساوی قرار می دهیم:

BD DC D B C D D C B
→ →

= ⇒ − = − ⇒ = +2 2 3 2( )  

3 2 1
3

2
3 1AD AC AB AD AB AC m n

m n

→ → → → → →
= + ⇒ = + ⇒ + =

 

ضرب  و  است  کمتر  همه  از  بردار  دو  زاویۀ  صبح[  یا  ]عصر  در ساعت 2   4 665 

داخلی آن ها بزرگتر است.

خواسته شده، پس سعی می کنیم رابطه ای  a b c d. .+  3666 چون حاصل

پیدا کنیم که آن هم با توجه به  d c b a, , , بین

. در  a b c d+ + = شکل کاملًا مشخص است:

a بنابراین داریم: b d c+ = − aنتیجه

b c

d  

| | | | | | | | . | | | | .a b d c a b a b d c d c+ = − ⇒ + + = + −2 2 2 2
2 2  

1 1 2 2 2 2 2 2 62 2 2 2+ + = + − ⇒ + =a b d c a b c d. . . .  

a b c d. .+ = 3  

 3667 سه بردار هم اندازه اند و مجموع آن ها صفر است، بنابراین زاویۀ دوبه دوی 

120است. آن ها

a b c a b a c a b a c.( ) . . | || | cos | || | c

( )

2 2 2 120

2 1 1 1
2

− = − = −

× × × −

�
� ��� ��� oos

( )

120 1
2

1 1 1
2

�
� ��� ���

× × −

= −

طبق   V = ( , , )
1
3
1
3
1
3 و  U a a a= ( , , )1 2 3 کنیم فرض  گر  ا  1 668 

کوشی ـ شوارتز داریم: نامساوی 

| | |. | | || |U V U V
a a a

a a a≤ ⇒ + + ≤ + + × + +1 2 3
1
2

2
2

3
2

3 3 3
1
9
1
9
1
9

حال طرفین نامساوی را به توان 2 می رسانیم و داریم: 

( )
a a a1 2 3 2
3 412 13

+ +
≤ × =

بردار BAبر 
→

بردار تصویر  اندازۀ  از  است  عبارت   BH پاره خط اندازۀ  3669 

BCبنابراین:
→

BA

BC

→

→

= − −

=







( , , )

( , , )

1 0 1

1 1 0
| |

| . |

| |

| |
BH

BA BC

BC

= = − =
→ →

→
1
2

2
2

 

کرده و با بردار داده شده  را پیدا  u v× 2 با توجه به بردارهای u و v بردار 670 

برابر قرار می دهیم:  u v× برای

u a

v b

= −
= −{ ( , , )

( , , )

1 2
2 2

u v b a ab c× = − + − + − =( , , ) ( , , )2 2 4 2 2 2 10

حال دو بردار در صورتی مساوی هستند که مؤلفه های نظیر آن ها مساوی باشد:
 

− + = ⇒ =
− = ⇒ =

− + = ⇒ =







4 2 2 3
2 10 4

2 2 6

a a

ab b

b c c

u

u v

= −
× ={ ( , , )

( , , )

3 1 2
6 2 10

حال با معلوم شدن بردارهای u و v داریم: 

u u v× × = − = − = −( ) ( , , ) ( , , ) ( )i j14 42 0 14 1 3 0 14 3

FS
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کسینوس زاویۀ دو بردار  کردن اندازۀ تفاضل دو بردار نیاز به   3671 برای پیدا 

کرده و سینوس زاویۀ دو بردار  را ساده  | ( )|a a b× − =16 است، بنابراین رابطۀ  

کسینوس به دست می آید: را پیدا می کنیم سپس از روی سینوس مقدار 

| ( ) | | | | || | sina a b a a a b a b
o

× − = × − × = ⇒ =


16 16θ

4 5 16 16
20

4
5

3
5

90× × = ⇒ = = = − →>
sin sin cosθ θ θθ 

 

حال اندازۀ تفاضل دو بردار قابل محاسبه است: 

| | | | | | | || | cos | |

( )

a b a b a b a b− = + − = ⇒ − =
× × −

2 2 2

16 25 4 5 3
5

2 65� � � �� ��θ 665

مساحت متوازی الاضلاع بنا شده بر دو بردار برابر اندازۀ ضرب خارجی   3672 
آن دو بردار است. بنابراین:

S
o

= × − = × − × = − × = × =| a (a b) | | a a a b | | a b | | a b | | a || b |sin


θ

است، بنابراین : 3
5

کسینوس زاویۀ دو بردار از طرفی 

cos sin sin sin
sin2 2 2

16
251 9

25 1 4
5

2
θ θ θ θ

θ
+ = ⇒ + = = →

=
 

حال اندازۀ بردار a را  نیز به دست می آوریم:
| |a = + + = =4 2 4 36 62 2 2

کنون مساحت متوازی الاضلاع قابل محاسبه است: بنابراین ا

S a b= = × × =| || | sinθ 6 10 45 48  

توسط  شده  تولید  مثلث  مساحت  می دانیم   2 673 

اندازۀ حاصل ضرب خارجی آن هاست.  دو بردار نصف 

3بنابراین خواهیم داشت: 2a+ b

a
b

-2

S

S a b a b a a a b b a b b

o o

= + × − = × − × + × − ×1
2 3 2 2 1

2 3 6 2 4| ( ) ( ) | | |
 

   

بنابراین مساحت برابر است با : a b b a× = − × می دانیم

S a b a b a b a b= − × − × = × = =°1
2 6 2 4 4 30 24

4 3 1
2

| | | | | || | sin



سه  این  مختلط  ضرب  مطلق  قدر  با  برابر  السطوح  متوازی  حجم   1 674 
بردار است:

V a b a b a b a b a b b a a

b a

= × + × − = × − × + × = ×
×

| ( ). ( ) ( ) | | ( ).( )| |( )

2

2� ��� ��� bb|2

a

b

= −
= −{ ( , , )

( , , )

1 1 1
1 2 2

a b V× = − − ⇒ = × =( , , ) ( )0 1 1 2 2 42  

هستند، پس قطعاً همگی  i همگی عمود بر c i b i a i× × ×, , 4 بردارهای 675 

درون یک صفحه قرار گیرند و در نتیجه ضرب مختلط آن ها صفر است.

خط  این  دیگر  طرف  از  می شوند،  محسوب  خط   4 و   2 گزینه های   1 676 

موازی است. معادلۀ این صفحه ها  yz و xz است و با صفحات xy عمود بر صفحۀ

است، بنابراین این خط  x =0 و y =0 به ترتیب
که موازی این صفحه ها باشد،  با هر صفحۀ دیگر 

چون  است  جواب   1 گزینۀ  بنابراین  موازیست، 

است. yz صفحه ای به موازات

y
x=2

D :
4
3x=

y=

x

z

 

صفحه  این  است.بنابراین  z=2 شده  داده  نقطۀ  و  خط  مشترک  گی  ویژ  2 677 

شامل نقطۀ A و خط D است.

شـکل  مسـئله  اطلاعـات  بـه  توجـه  بـا  1 678  

برابـر  آن  حجـم  و  اسـت  مقابـل  صـورت  بـه  آن 

بـا: اسـت 

D

3

2

:

2

O

x
3x=

y

2y=

z

A( )2,3 ,2

 V = × × =2 3 2 12   

 wموازی t+ wدر راستایباشد، یعنی t+ برای فرود ایمن باید  4 679 

فرض شود، آنگاه: t ai bj= + گر باشد، ا
w t a i b j

i j

+ = + + +
= − +{ ( ) ( )3 2

4

3
1

2
4 4 14+

− = + ⇒ + = −a b
a b

4 است، زیرا:    گزینۀ  که در رابطۀ فوق صدق می کند  گزینه ای  تنها 

4 4 1 2 14( ) ( )− + = −

4 یک دستگاه مختصات دو بعدی روی شکل قرار می دهیم: 680 





=

= −

→

→
AC

BD

( , )

( , )

4 3

4 3

       
AC BD
→ →

= − =. 16 9 7
 

A D

CB ( )4 3,( )0,3

( )4 0,( )0,0

  

این  کمک  به  حال  است  b c a+ =− بنابراین  a b c o+ + = می دانیم   2 681 
کمی ساده تر می کنیم: رابطه  عبارت خواسته شده را 

a b a c b c a b c. . . .(b c) b.c a.a b.c |a | .+ − = + − = − − = − −2

کنون a را به طرف دوم می بریم و خواهیم داشت:   ا
b c a b c a+ = − ⇒ + = −| | | |

استفاده  دوجمله ای  مربع  اتحاد  از  و  می رسانیم   2 توان  به  را  طرفین  حال 

| | | | | | | | . | |b c a b c b c a+ = − ⇒ + + =2 2 2 2 2
2 می کنیم: 

9 25 2 16 2 18 9+ + = ⇒ = − ⇒ = −b c bc b c. . .  
حاصل عبارت خواسته شده قابل محاسبه است:  b c. با معلوم شدن

حاصل  عبارت = − − = − − − = −| | . ( )a b c2 16 9 7

a را به طرف اول تساوی برده  و از عکس قانون پخشی استفاده می کنیم: c.  2 682 

a b a c a

a o

a. . .b a.c a.(b c) (b c)

b c

= ⇒ − = ⇒ − = ⇒
=
⊥ −
=






0 0

  b c− چون بردارها دو به دو متمایز  و  غیر صفر هستند بنابراین باید a عمود بر
عمود است. b c− a بر 2 بردار گزینۀ  که در  باشد 

باید  همواره  بنابراین  °90نیست،  از بزرگتر  aهیچ گاه  a, ′ زاویۀ چون  3683 
3 است. گزینۀ  گزینۀ قابل قبول،  باشد، در نتیجه تنها  a a. ′ ≥0

ولی  را حساب می کنیم   b و   a بین  زاویۀ  a a, ′ زاویۀ  کردن  پیدا  برای   1 684 
کسینوس قدر مطلق می گذاریم: جلوی 

cos |
.

| || |
| | |θ θ= = − +

×
= ⇒ = °a b

a b

0 1 0
2 2

1
2 60
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1 از رابطه فیثاغورس داریم: 813 

 ( ) ( ) ( )x x x+ + + = +1 2 1 2 32 2 2 ⇒ − − = ⇒ =
= −{x x x

x
2 6 7 0 7

1  

8 است. 152 60× = پس اضلاع مثلث 8 و 15 و 17 و مساحت آن 

دوسر  B و A که است  دایره ای  B و A بر گذرا  دایرۀ  کوچک ترین   1 814 

قطر آن هستند؛ بنابراین:
O

A B= + = − + = −2
4 1 2 5
2 1 3( , ) ( , )

( , )  

R OA= = − − + − =| | ( ( )) ( )2 1 5 3 132 2  
تا  می دهیم  قرار  صفر  y جای به  سپس  می نویسیم،  را  دایره  معادلۀ  حال 

ها به دست آید: x محل تقاطع با محور
( ) ( ) ( ) ,x y x x

y+ + − = + + = ⇒ → = −=1 3 13 1 9 13 1 32 2 20  

2 دایره ای که بر دو خط مماس است، مرکزش روی نیمساز دو خط است: 815 

                           4 3
4 3 1

4 3 5 3
4 3 5 32 2

x y x x y x x y

x y x y x

+
+

= ± ⇒{ + = ⇒ =
+ = − ⇒ = −

 

قابل  y x= 3 مسئله شکل  به  توجه  با 
به صورت را  مرکز  حال  است؛  قبول 
فرض  خط  این  )Oروی  , )α α−3

y محور بر  دایره  چون  حال  می کنیم 
برابر هم  آن  شعاع  است،  مماس  ها 

Rخواهد شد، بنابراین: =| |α
4x 3y+ =0

x 

y 

A

x 3y=

x 3x=-

 
 ( ) ( ) ( ) ( )

( , )
x y

A− + + = − + − + = →−α α α α α α2 2 2 2 2 21 43 1 4 3  

⇒ − + = ⇒ = ⇒ =9 26 17 0 1 179
17
9

2α α α ,
max
R  

2است، بنابراین: 2 7b = و 2 8a =  3816 در این بیضی

x
F F

y

33 O 
¢    { =

=
⇒ = − =

a

b
c

4
7

16 7 3  

کنیم: بنابراین باید دستگاه معادلات زیر را حل 

{ + = ⇒ + + =
+ =

⇒ + = ⇒ =x y x y xy

x y
xy xy

8 2 64
36

36 2 64 14
2 2

2 2  

حال مجموع دو عدد 8 و حاصل ضرب آن 14 است، بنابراین:

x x x x
x2

2

16 14 2 18 14 0 4 2 4 2
4 2

− + = = ± ⇒{ = +
 →

= −
′= − =∆  

2 سهمی افقی است، بنابراین عرض رأس و عرض کانون با هم برابر است: 817 

 y ay bx y a y
af

y2 1 0 2 0 2 20+ + + = + = ⇒ = − = − →′ = ⇒ =a 4  
قرار می دهیم و معادله را استاندارد می کنیم: a = حال به جای4

 y y bx y bx2 24 1 0 2 1 4+ + + = ⇒ + = − − +( )  

⇒ + = − − ⇒






−

= −
( ) ( )

( , )
y b x

b

S
b

p
b

2 3
3 2

4

2  

قرار می دهیم: −0 25/ است؛ حال طول کانون را برابر با F
b

b
( , )
3
4 2− − بنابراین

 3 4 0 25 12
4

1
4

2

b

b b

b
− = − ⇒ − = −/  

 12 12 02 2− = − ⇒ − − =b b b b ⇒ − + = ⇒ = −( )( ) ,b b b4 3 0 4 3

 4 818 
 A3

2 1 5
3 0 4
1 0 2

2 1 5
3 0 4
1 0 2

2 1 5
3 0 4
1 0 2

= −












−












−












 

A3
6 2 24 2 1 5

3 0 4
1 0 2

30 6 86
=













−












=












 

 3819 
 2 34 5

2 1
4 3

4 0
0 8

1 1





−
−







= 





⇒ = − −

A B C

X X A C B

� ��� �� �
. . . .  

X = −
−

−











× 





1
2
5 3
4 2

4 0
0 8

1
2
3 1
4 2  

را با درایه های ماتریس وسطی ساده می کنیم: − 14 ضریب

 X = −
−







−
−













= −
−













5 3
4 2

1 0
0 2

3 1
4 2

5 6
4 4

3 1
4 2 = − −







9 7
4 4

دوم  ستون  به  را  آن  برابر  −2 و سوم  ستون  به  را  اول  ستون  قرینه   3820 

−اضافه می کنیم:
−

−
= ⇒

−
−
− −

=
4 1 1
1 2 1
3 2 3

0
4 9 5
1 0
3 4

0x
x

x
x

 

حال دترمینان را حول ستون سوم بسط می دهیم:

 5 4 3 4 9 0 4 24 20 02( ) ( x )− + − − = ⇒ − + − =x x x x  
 ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒ =x x x x x2 6 5 0 5 1 0 1 5( )( ) ,

sinC را به دست  1مقدار 12
2+ =cot

sin
C

C
 3821 با استفاده از رابطۀ

می آوریم:
 cot sinC C

AH

AC
= ⇒ = ⇒ =5
2

2
3

2
3  

 ⇒ = ⇒ =2
3 96 64AH

AH  

خط های  روی  پس  باشد،   5 فاصلۀ  به   AB ضلع  از  باید   C نقطۀ   4 822 

موازی با AB و به فاصلۀ 5 واحد از AB قرار دارد. همچنین، نقطۀ C باید 

روی دایره ای به مرکز A و شعاع 7 قرار گیرد. از برخورد  این دایره با خط های 

موازی 4 نقطه به دست می آید.

A B

5

5

}

}
 

M
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2 ابتدا از قضیه تالس استفاده می کنیم. 823 

EAB EDC
EA

AD

EB

BC x

x
x x

∆ ∆
 ⇒ = ⇒ = − ⇒ − =5 3 4

4 3 4 202  

⇒ − + = ⇒ =( )( )3 10 2 0 10
3x x x x یا  = −2  

ECD متشابهند، پس نسبت مساحت های آن ها  EAB و  چون دو مثلث 
مساوی و با مجذور نسبت تشابه است لذا داریم:

 
S

S

AE

DE
EAB

ECD

= =
+

= =( ) ( ) ( )2 2 25
5 103

15
25

9
25  

 
S

S

S

S
EAB

ABCD

ABCD

EAB

= − = ⇒ =9
25 9

9
16

16
9  

1 از تشابه مثلث ها استفاده می کنیم. 824 

 
ADE BEF

AE

EF

DE

BE

ABE DEG
AE

EG

BE

DE

∆ ∆

∆ ∆





:

:

=

=









AE

EF

EG

AE
AE EFEG= ⇒ =2 .

 

گر نقطۀ O محل برخورد قطرهای  1 ا 825 

ذوزنقه باشد، طبق قضیه تالس داریم:

A

E

B

F

D C

5

9

O

 

 1 1 1 1
5
1
9

45
14OE AB DC

OE= + = + ⇒ =  

OE و می توان نوشت: OF= از طرفی 
EF OE= = × =2 2 4514

45
7  

2 از رابطۀ استوارت استفاده می کنیم: 826 

 AD2
2 23 8 6 7
3 6 3 6 486

9 18= × + ×
+ − × = −  

 AD AD2 36 6= ⇒ =  

یک  کره  دو  بین  مشترک  ناحیه   4 827 

است،  برابر   AH با  آن  شعاع  که  است  دایره 

داریم: و  است  قائم الزاویه   OAO′ مثلث 

 AH= × =4 3
5

12
5  

A

34

H
O

B

O ¢

 

مساحت ناحیه مشترک = = =π π π( ) /AH2 144
25 5 76  

گر r شعاع دایرۀ محاط در ذوزنقه متساوی  الساقین باشد، داریم:  3828 ا

D C

A

4 4

3

9 9
4 4

O

B

P
     r ABCD

r2
4

8 92
4 3= =
×

⇒ =.  

 ⇒ = + =DO 3 4 52 2  

 ⇒ = + = + =DP DO r 5 3 8  

B و D زاویه های شکل  مطابق   2 829 

برابرند.  متوازی الاضلاع(  در  روبرو  )زوایای 
پس  کمان(  یک  به  )رو   N D = همچنین 

مثلث ABN دو زاویه برابر دارد. 

D C

BA M

N

1
a

a

b b
b

کمان های محصور بین وترهای موازی برابرند.  از طرفی 

 AM CD AD MC AD MC BC|| ⇒ = ⇒ = =� �  

متساوی الساقین  مثلث  کُلًا  دارد.بنابراین  برابر  ضلع  دو   BCM مثلث  پس 
وجود دارد.

بنابراین است،  قطر  روبه  محاطی  زاویه  C مثلثACDزاویه در   3830 

زاویۀ محاطی روبه قطر است  M همچنین در مثلثOMDزاویۀ C = °90
ACDمیانه وارد بر وتر نصف  M از طرفی در مثلث قائم الزاویه = °90 پس

مثلث نتیجه  OCدر  OD= یعنی است  وتر 
OMارتفاع  و است  OCDمتساوی الساقین 
وارد بر قاعده است پس میانه هست بنابراین:       

 MC MD=

D

C
B

RR2RA

M

O ¢O 

AB بر M وصل کنیم چون شعاع دایره در نقطۀ ′O گر از M به  از طرفی، ا
وصل کنیم چون  D به B گر از AMOو همچنین ا ′ = °90 عمود است پس

ABD = °90 محاطی روبه قطر است لذا B زاویه
هم  با  خط  یک  بر  عمود  خط  دو  می دانیم  و 
MO. پس در مثلث BD′ || موازی هستند پس

ABDداریم:

D

C
B

RR2RA

M

O ¢O 

AM

MB

AO

O D
AM MB= ′

′ = ⇒ =3
1 3          

روابط طولی را برای نقطۀ M می نویسیم:

MCMD MAMB MC MB
MC

MB
. .= ⇒ = ⇒ =2 23 3  

A را 5 که  AMNB آن است  کوتاه ترین مسیر برای خط شکسته   3831 

 ′A ( , )6 3 واحد به جلو منتقل کنیم تا به 

x محور به  نسبت  را   B سپس  برسیم. 

 ′A گر  ا B′ به دست آید،  تا  کنیم  قرینه 

N به دست  کنیم، نقطه  B′ وصل  را به 
کوتاه ترین مسیر عبارتست  می آید و طول 

از:

NM

A

x 

y 
(15,9)

(15, -9)
-9

9

15

A¢

B ¢

B

AM MN NB AA A B+ + = ′ + ′ ′ = + + = + =5 9 12 15 5 202 2  

کسینوس ها را در دو مثلث استفاده می کنیم. 1 قضیه  832 

CD x x2 2 24 2 4 120= + − × × × °cos      

CD2 2 25 7 2 5 7 60= + − × × × °cos         
x 

75
60

1204

A

DC      ⇒ + + = + −16 4 25 49 352x x

⇒ + − = ⇒ = − ± ⇒{ = − +
= − −

x x x
x
x

2 4 23 0 4 108
2

2 27
2 27

 

⇒ + = =x 2 27 3 3  
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